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Korrelierte Elektronen im Festkorper

Die Dynamische Mean-Field-Theorie liefert ein tieferes Verstandnis elektronischer Korrelationen.

Dieter Vollhardt

RegelmaBig angeordnete Atome, ihre Elektronen,

die Coulomb-Wechselwirkung und die Gesetze der
Quantenmechanik: Aus diesen Zutaten entsteht das
auBerst reichhaltige Spektrum an Phdnomenen, das
sich in Festkorpern beobachten lasst. So verwandelt
sich beispielweise Vanadiumoxid beim Abkiihlen
schlagartig von einem guten elektrischen Leiter zum
Isolator, wahrend die Hochtemperatur-Supraleiter bei
anderen dufBleren Bedingungen abrupt den entgegen-
gesetzten Weg gehen. Bei diesen und vielen anderen
Phanomenen spielen elektronische Korrelationen eine
entscheidende Rolle. Fortschritte in der Theorie erlau-
ben es seit einigen Jahren, Korrelationen korrekt zu
beriicksichtigen und damit die Eigenschaften elektro-
nisch korrelierter Materialien besser zu verstehen.

er Begriff der Korrelation (von lat.: con + rela-

tio) tritt nicht nur in den Naturwissenschaften

und der Mathematik auf, sondern spielt auch im
menschlichen Alltag eine bedeutende Rolle. So sind
Personen in einem Aufzug oder Auto sowohl raumlich
als auch zeitlich stark korreliert (wenngleich die Starke
der Wechselwirkung dabei eher subjektiv empfunden
wird). In der Physik wird im Allgemeinen dann von
Korrelation gesprochen, wenn der Mittelwert eines
Produkts von Groflen nicht dem Produkt der Mittel-
werte der Einzelgroflen entspricht. Zum Beispiel ist
die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion eines Vielteil-
chensystems nicht einfach das Produkt der mittleren
Dichten, da sich die Teilchendichten an verschiedenen
Orten beeinflussen.

Wie bei zwei Personen, die zusammen in einem
engen Aufzug fahren, sind auch zwei Elektronen mit
unterschiedlicher Spinrichtung dann korreliert, wenn
sie ein enges d- oder f-Orbital besetzen. Das ist bei
vielen Elementen und ihren Verbindungen der Fall,
z.B. in den Ubergangsmetallen Vanadium, Eisen und
Nickel, den Seltenerdmetallen wie dem Cer oder den
Aktiniden wie dem Uran. Die raumliche Beschrankung
verstarkt den Effekt der Coulomb-Wechselwirkung
zwischen den Elektronen und fithrt dadurch zu einer
Vielzahl von Ordnungszustinden der mikroskopischen
Freiheitsgrade der Elektronen (Ladung, Spin, Bahn-
drehimpuls) und des Gitters [1]. In diesen Systemen
konnen daher schon geringe Anderungen duf8erer
Parameter wie der Temperatur, des Druck, eines
Magnetfelds oder der Dotierung zu starken Reaktionen
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In einer Menschenmenge sind die einzelnen Personen hochkorreliert.

fithren. Beispiele sind extrem grofle Widerstandsén-
derungen bei Metall-Isolator-Ubergingen wie in V,0;
oder eine abrupte Volumenanderung (,,Volumenkol-
laps®) in Cer. Auch die Hochtemperatur-Supraleitung
in Kupratverbindungen ist ein Korrelationsphdnomen.
Diese besonderen Eigenschaften sind nicht nur fiir die
Grundlagenforschung, sondern auch fiir zukiinftige
technologische Anwendungen von grofiem Interesse.
Materialien mit korrelierten Elektronen spielen daher
z. B. fiir den Bau von Sensoren und Schaltern und
ganz allgemein fir die Entwicklung neuartiger elektro-
nischer Bauelemente eine grofie Rolle [2].

m Elektronische Korrelationen sind Effekte der Wechsel-
wirkung zwischen Elektronen im Festkorper, die Gber
die Naherung dieser Wechselwirkung als statisches
mittleres Feld (,Mean Field”) hinausgehen.

® Die Dynamische Mean-Field-Theorie (DMFT) ist eine
breit einsetzbare Naherungsmethode zur Untersu-
chung korrelierter Elektronen im Festkorper, die insbe-
sondere die Dynamik der wechselwirkenden Teilchen
korrekt beschreibt.

® Durch Kombination der DMFT mit herkdémmlichen Me-
thoden zur Berechnung elektronischer Bandstrukturen
lassen sich auch die Eigenschaften realer korrelierter
Materialien verstehen.
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Abb.1 Im Rahmen des Hubbard-Modells
fur wechselwirkende Elektronen in einem
Festkorper treten die lonen lediglich in
Gestalt eines starren Gitters auf (hier zur
Einfachheit ein Quadratgitter). Die Elek-
tronen, die eine Masse, eine negative
Ladung und einen Spin (T oder {) be-
sitzen, bewegen sich mit einer Hupf-
amplitude t von einem Gitterplatz zum
nachsten (gestrichelte Pfeile). Aufgrund
des Pauli-Prinzips konnen hoéchstens

ein T-Elektron und ein {-Elektron auf
demselben Gitterplatz sein. In diesem
Falle kommt es zu einer abstoBenden
Wechselwirkung der Stérke U. Ein Gitter-
platz kann also entweder leer, einfach

(T oder 1) oder doppelt besetzt sein. Die
quantenmechanische Dynamik der Elek-
tronen driickt sich durch Fluktuationen
in der Besetzung der Gitterplatze aus, die
in dem hellblauen Kasten als Moment-

aufnahmen dargestellt sind.

Modellierung elektronisch korrelierter Systeme

In Elementen wie Silizium oder Aluminium sind die
Elektronen nur schwach korreliert. Dann ist das Ban-
dermodell - eine Theorie, die den Wellencharakter
der Elektronen in den Vordergrund stellt — ein guter
Ausgangspunkt fiir die Untersuchung derartiger
Festkorper. Zudem steht mit Landaus Fermi-Fliissig-
keitstheorie (dem ,,Standardmodell“ der Physik der
kondensierten Materie) ein geeigneter konzeptioneller
Rahmen fiir die Untersuchung fermionischer Viel-
teilchensysteme zur Verfiigung. Diese Theorie beruht
auf dem Begriff des Quasiteilchens — der elementaren
Anregung eines wechselwirkenden fermionischen Sys-
tems —, das in Eins-zu-eins-Korrespondenz zu dem
Teilchen in einem nichtwechselwirkenden System
definiert ist. Des Weiteren erlaubt es die Dichtefunkti-
onaltheorie [3] mit ihren verschiedenen Néherungen,
die Gesamtenergie und die elektronische Bandstruktur
eines Festkorpers hiaufig mit bemerkenswerter Genau-
igkeit ab initio, d. h. ausgehend von den Positionen
und Ladungen der Atome, zu berechnen. Allerdings
stellte sich schon frith heraus, dass sich dieser Zugang
im Allgemeinen nicht fiir stark korrelierte Materi-
alien eignet. Dies fiel besonders bei Isolatoren wie
NiO auf, die nach der Biandertheorie metallisch sein
miissten, obwohl sie eine grofie Energieliicke an der
Fermi-Energie aufweisen. Tatsachlich lassen sich diese
Systeme besser in einem Ortsraumbild, d. h. als Gitter

lokalisierter Atome mit offenen Elektronenschalen,
verstehen. Angeregte Zustande eines derartigen Isola-
tors konnen sich nur inkohdrent bewegen.

Jenseits dieser beiden Extremfille — des auf dem
Wellencharakter der Elektronen basierenden Biander-
modells und der Ortsraumformulierung lokalisierter
Elektronen — wird die theoretische Beschreibung viel
komplizierter. Tatsdchlich sind die Elektronen in vielen
der oben genannten Ubergangsmetalle, seltenen Erden
und Aktiniden weder voll beweglich (,,itinerant®) noch
voll lokalisiert. Dann ist eine Kombination der beiden
Darstellungen erforderlich [4].

Stark korrelierte Materialien wurden in der Vergan-
genheit fast ausschliellich mithilfe effektiver Modelle
untersucht, die nur die wichtigsten Freiheitsgrade in
dem jeweils interessierenden Energiebereich beriick-
sichtigen. Wie sich ein reales Vielteilchenproblem auf
ein einfacheres, effektives Modell reduzieren lasst, das
dennoch die wichtigsten physikalischen Phinomene
des vollen Systems beschreiben kann, ist generell eine
fundamentale Frage der theoretischen Physik.

Das Hubbard-Modell

Das einfachste mikroskopische Modell zur Untersu-
chung korrelierter Elektronensysteme ist das Hubbard-
Modell, das Martin Gutzwiller, John Hubbard und
Junjiro Kanamori 1963 unabhingig voneinander einge-
fihrt haben [5]. Die kinetische Energie des Modells be-
schreibt die Bewegung der Elektronen mit Spin T und
| im Rahmen der sog. tight-binding-Naherung als ein
Hiipfen mit Amplitude t von einem Gitterplatz zum
néchsten (Abb.1). Wegen des Pauli-Prinzips konnen
sich zwei Elektronen nur dann auf demselben Gitter-
platz aufhalten, wenn ihr Spin entgegengesetzt ist. Ein
beliebig herausgegriffener Gitterplatz ist im Verlauf der
Zeit somit entweder leer, einfach besetzt (mit einem T-
oder |-Elektron) oder doppelt besetzt. Bei der Wech-
selwirkung wird vereinfachend angenommen, dass sie
aufgrund der gegenseitigen Abschirmung rein lokal ist.
Die Elektronen sollen die Coulomb-Abstofiung also
nur dann spiiren, wenn sich ein T- und ein |-Elektron
auf demselben Gitterplatz befinden, womit dann die
Wechselwirkungsenergie U verbunden ist.

Wegen seiner konzeptionellen Einfachheit nimmt
das Hubbard-Modell eine zentrale Stellung in der Theo-
rie wechselwirkender elektronischer Systeme ein. Es
spielt damit eine dhnliche Rolle wie das Ising-Modell
bei klassischen Spinsystemen. Trotz der bereits einge-
flossenen Naherungen stellt das Hubbard-Modell im-
mer noch ein hoch kompliziertes quantentheoretisches
Vielteilchenproblem dar, da die typische Zahl der
Elektronen in einem Festkorper von der Ordnung 10*
ist. Zu den Modellparametern ¢ und U kommen noch
die Temperatur und die Elektronendichte als weitere
Systemparameter sowie die Raumdimension und die
Gitterstruktur. Aufgrund der quantenmechanischen
Dynamik der Elektronen und des Pauli-Prinzips lasst
sich das Hubbard-Modell im Allgemeinen nicht analy-
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tisch losen; eine Ausnahme ist der eindimensionale Fall,
fir den Elliott Lieb und Fa-Yueh Wu 1968 die exakte
Losung hergeleitet haben. Da bereits die Untersuchung
dieses einfachsten elektronischen Wechselwirkungs-
modells zu prinzipiellen theoretischen Problemen fiihrt,
sind weitere Approximationen notig. Bei schwacher
Wechselwirkung sind Einteilchen-Naherungen wie die
Hartree-Fock-Theorie niitzlich. Dabei werden die bei-
den auf einem Gitterplatz wechselwirkenden Elektronen
voneinander entkoppelt. Ein T-Elektron sieht dann ein
l-Elektron auf demselben Gitterplatz nur noch als sta-
tisches mittleres Feld. Bei stirkeren Wechselwirkungen,
bei denen Doppelbesetzungen energetisch immer un-
glinstiger werden, ist diese Naherung allerdings vollig
unzureichend. Daher kénnen derartige Mean-Field-
Theorien die Physik korrelierter Elektronen nicht erkld-
ren. Die theoretische Herausforderung besteht offenbar
in der Konstruktion umfassender, d. h. fiir alle Eingabe-
parameter giiltiger, zuverldssiger Ndherungsmethoden
fiir quantenmechanische Vielteilchensysteme.

In Anbetracht der prinzipiellen Beschrankungen
analytischer Untersuchungsmethoden kénnte man
hoffen, dass zumindest numerische Losungsmethoden
sehr genaue Einblicke in die Eigenschaften des Hub-
bard-Modells erméoglichen. Da aber die Zahl der quan-
tenmechanischen Zustdnde mit der Zahl der Gitterplit-
ze L exponentiell ansteigt, muss sich die numerische
Losung des Hubbard-Modells und verwandter Modelle
auf relative kleine Systeme von der Gréflenordnung
L ~ 20 beschranken. Das zeigt besonders eindringlich,
wie wichtig analytisch basierte Naherungsverfahren fiir
die Untersuchung derartiger Systeme sind.

Mean-Field-Theorien fiir Vielteilchensysteme

Mean-Field-Theorien” kénnen haufig die Eigen-
schaften von Vielteilchensystemen bereits ungefahr
beschreiben. Fiir ihre Herleitung gibt es keine verbind-
lichen Regeln. Allerdings besteht die Moglichkeit, eine
solche Ndherung dadurch herzuleiten, dass ein System-
parameter, z. B. die Grof3e des Spins S, die Hohe der
Spinentartung N oder die Zahl der néchsten Nachbarn
eines Gitters (Koordinationszahl) Z kiinstlich erhoht
und der Grenzwert untersucht wird, in dem dieser
Parameter sogar unendlich grofd ist (die Hartree-Fock-
Niherung gehort nicht zur Klasse dieser Theorien).
Das Vielteilchenproblem vereinfacht sich dann erheb-
lich. Untersuchungen eines Systems in diesem Grenz-
fall konnen niitzliche Einblicke in seine grundlegenden
Eigenschaften liefern, selbst wenn der entsprechende
Parameter in Wirklichkeit gar nicht sehr grof3 ist. Eine
der bekanntesten Mean-Field-Naherungen ist die
Weisssche Molekularfeldtheorie fiir das Ising-Modell.
Sie ist der Prototyp einer lokalen (engl.: single site)
Mean-Field-Theorie. Das urspriingliche Gittermodell
reduziert sich dabei effektiv auf einen einzigen Gitter-
platz, d. h. Spin, der in ein mittleres Feld eingebettet ist,
das durch (unendlich) viele andere Spins gebildet wird.
Der Mittelwert des Spins und die Stirke des mittleren
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Feldes bestimmen sich gegenseitig, d. h. sie werden
durch eine Selbstkonsistenz-Gleichung festgelegt — ein
charakteristisches Merkmal von Mean-Field-Theorien.
Die Weisssche Molekularfeldtheorie wird im Grenzfall
hoher Raumdimensionen (d — o) oder unendlich vie-
ler nachster Nachbarn auf dem Gitter (Z — o) exakt?,
enthilt keine unphysikalischen Singularitdten und lasst
sich fiir alle Werte der Kopplung, des Magnetfelds oder
der Temperatur anwenden.

Dynamische Mean-Field-Theorie

Es stellt sich die Frage, ob der Grenzwert hoher Raum-
dimensionen d auch fiir die Untersuchung von Gitter-
modellen mit beweglichen quantenmechanischen Frei-
heitsgraden hilfreich sein kann. Walter Metzner und
der Autor zeigten im Jahr 1989, dass sich fiir das Hub-
bard-Modell tatsichlich ein wohldefinierter Grenzwert
d— oo definieren lasst, in dem sich vielteilchentheo-
retische Untersuchungen drastisch vereinfachen und
trotzdem charakteristische Eigenschaften dreidimensi-
onaler Systeme beschreiben lassen [6, 7]. So wie sich fiir
das Ising-Modell die Weisssche Mean-Field-Theorie
ergibt, reduziert sich das Hubbard-Modell in diesem
Grenzwert auf ein effektiv lokales Vielteilchenproblem.
Vereinfachungen ergeben sich dabei nur in den raum-
lichen Abhéngigkeiten, wihrend die Dynamik, die fiir
die Beschreibung der Korrelationen unverzichtbar ist,
vollig erhalten bleibt. Das elektronische Vielteilchen-
problem vereinfacht sich somit auf einen einzigen Git-
terplatz, der in ein dynamisches mittleres Feld einge-
bettet ist (Abb.2). Die Dynamik dieses Feldes gestattet es,
dass Teilchen wie in dem urspriinglichen Modell lokal

1) Aus historischen
Grinden werden diese
oft Molekularfeld-Theo-
rien genannt.

2) Die Koordinations-
zahl Z wird durch die
Raumdimension d und
die Gitterstruktur fest-
gelegt. Fiir ein hyperku-
bisches Gitter, das man
durch die Verallgemei-
nerung eines einfach-
kubischen Gitters in d=3
auf beliebige Dimensi-
onen d erhalt, gilt Z=2d.
Der Grenzwert d— oo
ist dann gleichbedeutend
mit Z— oo . Allerdings
ist die Raumdimension d
die allgemeinere physi-
kalische Grofie, da Z nur
die lokale Struktur des
Gitters charakterisiert.
Im Folgenden wird
daher meistens von

dem Grenzwert d— oo
gesprochen.

=12

Abb.2  Schon in einem dreidimensio-
nalen lonengitter kann die Koordinati-
onszahl Z, d. h. die Zahl der nachsten
Nachbarn eines Gitterplatzes, recht hoch
sein wie hier in einem kubisch-flaichen-
zentrierten Gitter mit Z = 12. Im hypothe-
tischen Limes d— oo, d. h. Z—  (siehe
FuBBnote 2), reduziert sich das Vielteil-
chenproblem auf einen einzigen Gitter-

Elektronen korrekt.
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platz, der in ein dynamisches mittleres
Feld eingebettet ist. Elektronen kénnen
auf den gezeigten Gitterplatz hipfen
und dort wie in dem urspriinglichen Mo-
dell (Abb. 1) wechselwirken. Diese Nahe-
rung beschreibt die quantenmecha-
nische Dynamik der wechselwirkenden
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miteinander wechselwirken und Energie austauschen
konnen. Hier besteht der Unterschied zu Hartree-Fock-
Theorien, die auf der Entkopplung der Wechselwir-
kung beruhen und in denen das mittlere Feld lediglich
als statisches Potential auftritt. Man hat es hier daher
mit einer ,,dynamischen Mean-Field-Theorie“ (DM-
FT) fiir korrelierte Fermionen auf einem Gitter zu tun.
Aufgrund dieser Dynamik ergeben sich in der DMFT
unendlich viele Selbstkonsistenzgleichungen. Sie lassen
sich auf unterschiedliche Weise ableiten. In dem von
Vaclav Janis eingefiihrten Zugang werden die wech-
selwirkenden Elektronen als nichtwechselwirkende
Teilchen in Gegenwart fluktuierender Felder behandelt;
man hat es dann mit einem verallgemeinerten Unord-
nungsproblem zu tun [8]. Antoine Georges und Gabriel
Kotliar haben das Hubbard-Modell im Grenzwert d

> oo dagegen auf ein quantenmechanisches Storstel-
lenproblem (engl.: single-impurity Anderson model)
zurlickgefiihrt, das selbstkonsistent an das dynamische
mittlere Feld angekoppelt ist [9]. Bei dem letztgenann-
ten Zugang, den auch Mark Jarrell gewéhlt hat [10], hat
man es mit einem physikalisch gut verstandenen Viel-
teilchenmodell zu tun, fiir das schon damals erprobte
numerische Losungsmethoden wie die Quanten-Mon-
te-Carlo-Technik zur Verfiigung standen, die inzwi-
schen um verschiedene andere Verfahren, z. B. die nu-
merische Renormierungsgruppe, erweitert wurden [10].
Aus diesem Grund ist es heute iiblich, die DMFT als
quantenmechanisches Storstellenproblem mit zusétz-
licher Selbstkonsistenzbedingung fiir das umgebende
mittlere Feld zu interpretieren [11].

Aufgrund der wesentlichen rechentechnischen Er-
leichterungen, die der Grenzwert d— oo mit sich bringt,
wurde der Nutzen der DMFT schnell erkannt. Als
nicht-stérungstheoretisches, thermodynamisch kon-
sistentes Naherungsschema fiir endlich-dimensionale
Systeme hat sich die DMFT daher zu der standardma-
Big angewandten Mean-Field-Theorie fiir korrelierte
fermionische Systeme auf dem Gitter entwickelt [11].

Metall-Isolator-Uberginge

Gerade bei den Ubergangsmetalloxiden gibt es zahl-
reiche Verbindungen mit teilweise gefiillten Elektro-
nenbandern, die bei tiefen Temperaturen Isolatorver-
halten zeigen, obwohl sie nach dem Bandermodell gute
Metalle sein sollten. Eines der bekanntesten Beispiele
ist V,0;, bei dem die Verdnderung duflerer Parameter
wie der Dotierung, des Drucks oder der Temperatur
einen abrupten Ubergang von metallischem zu isolie-
rendem Verhalten und umgekehrt induzieren kann.
Der elektrische Widerstand dndert sich dabei um viele
Groflenordnungen. Bereits 1949 gab Nevill Mott physi-
kalische Griinde dafiir an, warum gerade die Wechsel-
wirkung zwischen den Elektronen zu einem derartigen
Verhalten fithren konnte. Das Hubbard-Modell eignet
sich besonders fiir eine mikroskopische Untersuchung
dieses Metall-Isolator-Ubergangs, da es metallisches
und Isolatorverhalten bereits als prinzipielle Grenzfille
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enthalt. In der folgenden Diskussion beschrianken wir
uns auf den Fall der Temperatur T=0 und die para-
magnetische Phase. Bei schwacher Wechselwirkung
dominiert die kinetische Energie — ein Effekt, der sich
am einfachsten im Wellenbild der Elektronen erklidren
lasst —, und das System ist daher ein Metall. Bei starker
Wechselwirkung und halber Bandfiillung (d. h. wenn
es gleich viele Elektronen wie Gitterplatze gibt, wobei
auch die Zahl der T- und !-Elektronen gleich sein soll)
sind die Elektronen dagegen im Wesentlichen einzeln
auf den Gitterplitzen lokalisiert. Dann kann kein elek-
tronischer Strom flieflen, und das System ist ein Isola-
tor. Dieser Zustand wird am besten durch Elektronen
als Teilchen im Ortsraum beschrieben. Bei einer be-
stimmten kritischen Wechselwirkungsstarke ist dann
ein scharfer Ubergang zwischen metallischem und
isolierendem Verhalten zu erwarten. Dieser korrelati-
onsinduzierte Ubergang zwischen einem paramagne-
tischen Metall und einem paramagnetischen Isolator
wird als Mott-Hubbard-Metall-Isolator-Ubergang oder
einfacher Mott-Hubbard-Ubergang bezeichnet und

ist eines der faszinierendsten Vielteilchenphdnomene
der Physik der kondensierten Materie. Dabei handelt
es sich offenbar um einen Lokalisierungs-Delokali-
sierungs-Ubergang, der die Welle-Teilchen-Dualitit
der Elektronen eindrucksvoll demonstriert. Bis vor
wenigen Jahren konnten mikroskopische Theorien des
Mott-Hubbard-Ubergangs jeweils nur Teilaspekte des
Problems erkliren. So fithrt Hubbards Néherung zwar
zu einer kontinuierlichen Aufspaltung des Energie-
bands in unteres und oberes Hubbard-Band, kann aber
nicht das Quasiteilchenverhalten in der Nihe der Fer-
mi-Energie erklédren [5]. Dagegen beschreibt der von
William Brinkman und Maurice Rice entwickelte, auf
den Vorarbeiten von Gutzwiller basierende Zugang [12]
die Quasiteilchen gut, nicht aber die Hubbard-Béander.
Bei der Untersuchung dieses grundlegenden Korre-
lationsproblems der Festkorperphysik hat die DMFT
ein tieferes Verstandnis geliefert, da sie es gestattet,
den Mott-Hubbard-Ubergang fiir alle Parameterwerte
nicht-storungstheoretisch zu untersuchen.

Die Zustandsdichte der Anregungen

Die DMFT erlaubt es insbesondere, die Dichte der
Anregungen des Vielteilchensystems auf einem Gitter-
platz (,,lokale Zustandsdichte®) direkt zu berechnen.
Diese Spektralfunktion zeigt in Abhéngigkeit der
Wechselwirkungsstirke U ein sehr charakteristisches
Verhalten (Abb. 3). Bei kleinen Werten von U sind die
Elektronen (genauer gesagt die Quasiteilchen) be-
weglich, und die Spektralfunktion dhnelt der lokalen
Zustandsdichte, wie sie die Bandertheorie vorhersagt.
Bei grofien Werten von U, wenn die Elektronen also
im Wesentlichen lokalisiert sind und das System ein
Mott-Isolator ist, besteht die Spektralfunktion dage-
gen aus zwei mehr oder minder scharfen, getrennten
Maxima, die dem chemischen Potential des einfach
bzw. doppelt besetzten Orbitals entsprechen und die
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daher um die Wechselwirkungsenergie U verschoben
sind; ihre Verbreiterung wird durch die Hupfprozesse
der Elektronen verursacht. Wie dndert sich nun die
Spektralfunktion zwischen diesen wohlverstandenen
Grenzfillen? Mithilfe der DMFT gelang es zu zeigen,
dass diese Grofe bei mittleren Werten von U Eigen-
schaften beider Grenzfille aufweist [11]. Es entsteht
nédmlich eine Struktur mit drei Maxima, die sowohl die
atomaren Aspekte (Hubbard-Binder) als auch die nie-
derenergetischen Anregungen nahe der Fermi-Energie
(Quasiteilchenmaximum) beschreibt (Abb.3). Der Mott-
Hubbard-Ubergang entsteht somit dadurch, dass auf-
grund der Korrelationen spektrales Gewicht von dem
Quasiteilchenmaximum an der Fermi-Energie in die
energetisch entfernten Hubbard-Bander verlagert wird.
DMFT-Untersuchungen bei endlichen Temperaturen
ergaben, dass der Mott-Hubbard-Ubergang unterhalb
einer kritischen Temperatur von erster Ordnung ist,

d. h. diskontinuierlich ablauft, und deshalb zwischen
Metall und Isolator eine Hysterese auftritt [11].

Die Drei-Maxima-Struktur der Spektralfunktion ist
eine charakteristische Eigenschaft des Hubbard-Mo-
dells mit einem halbgefiillten Energieband und hingt
nicht von den Einzelheiten der Bandstruktur bzw. Zu-
standsdichte der nichtwechselwirkenden Elektronen ab.
Nun stellt sich die Frage, inwieweit dieses theoretische
Ergebnis tatsichlich die Realitdt beschreibt, d. h. ob sich
diese Struktur auch experimentell beobachten ldsst.

Elektronische Korrelationen in realen Materialien

Das Hubbard-Modell kann zahlreiche allgemeine Ei-
genschaften korrelierter elektronischer Systeme erkla-
ren, nicht aber spezifische Merkmale realer Festkorper.
Dazu miissen die elektronische Struktur und die Git-
terstruktur des jeweiligen Festkorpers berticksichtigt
werden. Hier hat sich die Dichtefunktionaltheorie [3]
und insbesondere ihre Lokale-Dichte-Néherung (engl.:

(= d U=0
0,5
£
2 14b U< U
: 05
0

-Urn 0 U2
Anregungsenergie £ — Fr

Abb.3 Die Spektralfunktion (,Zustands-
dichte”) der Anregungen eines wechsel-
wirkenden Elektronensystems, das durch
ein Hubbard-Modell beschrieben wird
(paramagnetische Phase, halbe Band-
fallung): ohne Wechselwirkung (a); fiir
schwache Wechselwirkung verlagert sich
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etwas spektrales Gewicht von der Fermi-
Energie Er zu hoheren bzw. niedrigeren
Energien (b). Bei starkerer Wechselwir-
kung entsteht eine Struktur mit drei
typischen Maxima, die kohadrenten Qua-
siteilchenanregungen nahe der Fermi-
Energie bzw. dem inkohdrenten unteren

PREISTRAGER :

local density approximation, LDA) als auflerordent-
lich erfolgreich erwiesen. Sie entwickelte sich somit
wahrend der letzten zwanzig Jahre zu der wichtigsten
materialspezifischen Untersuchungsmethode der theo-
retischen Festkérperphysik. Allerdings eignen sich die
verfiigbaren Naherungen der Dichtefunktionaltheorie
nicht fiir die Beschreibung stark korrelierter Materi-
alien, da sie die Dynamik der Elektronen mit starken
kurzreichweitigen Wechselwirkungen nicht beschrei-
ben konnen. Derartige Vielteilcheneffekte lassen sich
zwar systematisch theoretisch untersuchen — aber

nur mithilfe einfacher, effektiver Modelle wie dem
Hubbard-Modell. Insgesamt verhindern die kleine
Zahl von Modellparametern und die Komplexitat des
Korrelationsproblems dabei eine Anwendung auf reale
Systeme.

Vor einigen Jahren hat es die DMFT ermoglicht,
diese beiden komplementéren Methoden in einen
gemeinsamen ab initio-Zugang zu kombinieren, um
reale, korrelierte Materialien zu untersuchen. In dieser
haufig mit LDA+DMFT bezeichneten Theorie wird
die spezifische elektronische Struktur eines Materials
mithilfe der LDA oder anderer Dichtefunktional-
Niherungen berechnet und durch die lokalen elektro-
nischen Wechselwirkungen, die in dem ersten Schritt
nur unzureichend berticksichtigt wurden, ergénzt [13].
Das so konstruierte Vielteilchenmodell besteht wie
das Hubbard-Modell aus zwei Anteilen — einer kine-
tischen Energie, die nun die spezifische Bandstruktur
der unkorrelierten Elektronen beschreibt, sowie den
lokalen Wechselwirkungen zwischen Elektronen in
demselben Orbital und in verschiedenen Orbitalen.”
Das so entstandene komplizierte Vielteilchenproblem
mit seinen zahlreichen Elektronenbéndern und lokalen
Wechselwirkungen wird dann im Rahmen der DMFT
numerisch gelost. Der LDA+DMFT-Zugang repro-
duziert somit nicht nur die LDA-Ergebnisse im Limes
schwacher Wechselwirkungen, sondern kann auch die
dynamischen Korrelationseffekte in dem Festkorper

C Quasifeilchen U<u,
1= =
05 unteres Hubbard-Band oberes Hubbard-Band
£ 01 ,
é o i U> U
0)55=1
0 = T
-Uf2 0 un2

Anregungsenergie £ — E¢
3) Hier muss noch eine
eventuelle Doppelzih-

und oberen Hubbard-Band entsprechen 10 der Wechselwir-

(c). Oberhalb einer kritischen Wechsel-
wirkungsstarke U. verschwindet das
Quasiteilchenmaximum (d), und das
System wird ein Isolator, dessen An-
regungsspektrum nur noch aus zwei
getrennten Hubbard-Bandern besteht.

kung berticksichtigt
werden, da auch die
LDA-Bandstruktur be-
reits einige (im Wesent-
lichen statische) Anteile
der elektronischen
Wechselwirkung enthilt.
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in der Néhe eines Mott-Hubbard-Ubergangs sowie
langreichweitig geordnete Zustidnde beschreiben [13].

Ein besonders einfaches korreliertes Material, an
dem sich die Anwendung des LDA+DMFT-Zugangs
exemplarisch darstellen lésst, ist das Ubergangsme-
talloxid SrVO; [14]. Das Energieband an der Fermi-
Energie ist hier nur mit einem 3d-Elektron pro Atom
besetzt. Zunachst wird die elektronische Bandstruktur
mithilfe der LDA berechnet. SrVOs; hat eine rein ku-
bische Kristallstruktur mit einem Vanadium-Ion pro
Einheitszelle. Die kubische Symmetrie des Kristallfelds
spaltet das formal fiinffach entartete 3d-Orbital in
ein dreifach entartetes t,,-Orbital und ein energetisch
hoher liegendes, zweifach entartetes e,-Orbital auf.
Die einfachste Naherung beriicksichtigt nur die lokale
Wechselwirkung der Elektronen in den t-Orbitalen.
Mithilfe einer Variante der LDA lasst sich die Starke
der lokalen Coulomb-Abstoflung U == 5,5 eV und die
Austausch-Wechselwirkung (,, Hundsche Kopplung®)
J = 1,0 eV ndherungsweise berechnen. Das so defi-
nierte Gittermodell korrelierter Elektronen wird nun
im Rahmen der DMFT numerisch gelost.

Abbildung 4 zeigt Ergebnisse fiir SrVO; zusammen
mit entsprechenden Messdaten (rote Kurven bzw.
Symbole). Die lokale Zustandsdichte der besetzten
Zustande lésst sich mittels Photoemissionsspektrosko-
pie messen. Die entsprechende Zustandsdichte fiir die
unbesetzten Zustdnde wurde mithilfe von Rontgen-
absorptionsspektroskopie gemessen (Referenzen siehe
[15]). Die Spektren zeigen offenbar ausgepragte Korre-
lationseffekte, namlich die Ausbildung eines unteren
und oberen Hubbard-Bandes im Abstand von ungefdhr
-1,5 eV bzw. 2,5 eV gemessen von der Fermi-Energie Er
sowie ein ausgepragtes Maximum an der Fermi-Energie
aufgrund von Quasiteilchenanregungen. Man beachte,

[ S0y
—- @V0o3
o) SrVO;
o (aV03

! I
} Loa+omFT

} pes 1

Intensitat

T T T
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o GVo, ) LDA+DMAT

<o SV03 } s 1
%0 v Cag,95r0,1V03
<

-3 -2 -1 0
Anregungsenergie £ — Egin eV

Abb.4 Vergleich der mit LDA+DMFT be-
rechneten Spektralfunktion von SrVO;
und CaVO; mit experimentellen Daten.
Links ist die Spektralfunktion der besetz-
ten Zustande gezeigt. Die experimen-
tellen Datenpunkte wurden mit Photo-
emissionsspektroskopie (PES) gemessen.
Rechts ist die Spektralfunktion der unbe-
setzten Zustande zu sehen. Experimen-
telle Datenpunkte wurden mit Réntgen-
absorptionsspektroskopie (XAS)
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gemessen. Die horizontale Linie markiert
die experimentelle Subtraktion der Hin-
tergrundsintensitat (nach [15]). Die cha-
rakteristische Struktur besteht klar er-
kennbar aus drei Maxima: dem unteren
Hubbard-Band bei ca. —1,5 eV, dem Qua-
siteilchenmaximum an der Fermi-Ener-
gie E¢ (hier getrennt fir besetzte (links)
und unbesetzte (rechts) Zustande darge-
stellt) und dem oberen Hubbard-Band
bei 2,5 eV.

dass die Maxima in der Néhe der Fermi-Energie in der
linken und der rechten Abbildung beide durch dasselbe
Quasiteilchenmaximum hervorgerufen werden und
einmal die darin besetzten (links) bzw. unbesetzten
(rechts) Zustidnde darstellen. Die blaue Kurven bzw.
Symbole in Abb. 4 zeigen Ergebnisse fiir das verwandte
System CaVO;, das wegen des kleineren Calcium-Ions
eine rhomboedrische Verzerrung aufweist. Lange
wurde angenommen, dass CaVOs; deutlich stérker
korreliert ist als SrVOs. Die experimentellen Daten, die
tiir die beiden Systeme sehr dhnlich sind, widerlegen
diese Vermutung. Die Griinde fiir die Ahnlichkeiten
lassen sich mit dem LDA+DMFT-Zugang detailliert
mikroskopisch erklaren. Die Struktur der Spektralfunk-
tion mit ihren drei Maxima zeigt, dass sowohl SrVO;
als auch CaVO; stark korrelierte Metalle sind. Der
Vergleich von gemessenen und berechneten Spektren
bestatigt vor allem das Auftreten der Drei-Maximum-
Struktur in der Spektralfunktion eines realen Materials
— genau so, wie es die DMFT bereits fiir das Hubbard-
Modell vorhergesagt hat (Abb. 3). Offenbar kann die
DMFT die physikalischen Prozesse, die zu dieser cha-
rakteristischen Struktur fithren, korrekt erklaren.

DMFT-basierte Untersuchungsmethoden haben
sich als konzeptioneller Durchbruch bei der realis-
tischen Modellierung der elektronischen, magne-
tischen und strukturellen Eigenschaften von Uber-
gangsmetallen und ihren Oxiden sowie Materialien
mit f-Elektronen erwiesen [13]. Allerdings bedarf es
hier noch erheblicher Weiterentwicklungen, bis es
moglich sein wird, auch komplexe korrelierte Systeme
zu beschreiben und ihre Eigenschaften vorherzusagen.
Insbesondere muss die Schnittstelle zwischen den bei-
den Hauptkomponenten des LDA+DMFT-Zugangs,
der Bandstrukturtheorie und der Vielteilchentheorie,
verbessert werden. Ein weiteres wichtiges Ziel besteht
darin, die freie Energie korrelierter Festkorper sowie
mikroskopischer Krafte realistisch zu berechnen. Bei
diesen Entwicklungen gilt es auch, die numerischen
Verfahren zur Losung der komplizierten DMFT-
Gleichungen fortlaufend zu verbessern, da es nur dann
moglich sein wird, Materialien mit vielen Energie-
béndern und starken lokalen Wechselwirkungen bei
niedrigen Temperaturen zu untersuchen.

Neue Entwicklungen und Perspektiven

Aufgrund intensiver internationaler Forschungsbemii-
hungen hat sich die DMFT wihrend der letzten zwan-
zig Jahre zu der geeignetesten Methode fiir die Unter-
suchung elektronisch korrelierter Systeme entwickelt.
Die Verallgemeinerung dieser Theorie und ihrer An-
wendungsmoglichkeiten ist derzeit Gegenstand aktiver
Forschung. Dabei spielen nichtlokale Erweiterungen
der DMFT eine grof3e Rolle [16]. Sie werden es ermdg-
lichen, auch kurzreichweitige Korrelationseffekte, die
auf der Skala mehrerer Gitterkonstanten auftreten,

zu erkldren. Hierzu gehéren auch Untersuchungen,
die iiber homogene Systeme hinausgehen und den
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Einfluss interner oder externer Inhomogenitéten, wie
etwa Ober- oder Grenzfldchen, beriicksichtigen [17].
Ein verbessertes Verstandnis von Korrelationseffekten
in diinnen Filmen und mehrlagigen Nanostrukturen
ist angesichts der neuartigen Funktionalitdten dieser
Strukturen und ihrer méglichen Anwendung in elek-
tronischen Bauteilen besonders erstrebenswert [2].
Auch bei der Untersuchung von Korrelationsphéno-
menen auf dem Gebiet kalter Atome in optischen Git-
tern hat sich die DMFT als duferst niitzlich erwiesen.
Hier hat sich in den letzten Jahren geradezu eine Art
Werkzeugkasten fiir die Simulation und Untersuchung
quantenmechanischer Vielteilchensysteme entwickelt
[18]. Das Hubbard-Modell mit seiner strikt lokalen
Wechselwirkung, die fiir Elektronen im Festkorper
ja nur eine mehr oder minder starke Néherung ist,
ldsst sich dabei wegen der extrem kurzreichweitigen
Wechselwirkung zwischen Atomen erstmalig experi-
mentell realisieren und kontrolliert tiberpriifen. Auf
diese Weise konnen Experimente mit kalten Atomen
in optischen Gittern sogar die Qualitat der Ergebnisse
der DMFT bewerten. Erste Ergebnisse belegen, dass
die DMFT tatsdchlich auch fiir endlich-dimensionale
Systeme quantitativ zuverldssige Ergebnisse liefert. Als
weiteres faszinierendes Arbeitsgebiet hat sich in der
letzten Zeit die Untersuchung korrelierter Systeme im
Nichtgleichgewicht mithilfe einer entsprechenden Ver-
allgemeinerung der DMFT erwiesen [19]. Eine wich-
tiges Ziel derartiger Forschung ist beispielsweise, die
Ergebnisse zeitaufgeloster spektroskopischer Experi-
mente zu beschreiben, zu erkldren und vorherzusagen.
Vor allem aber hat die Verkniipfung der DMFT mit
herkémmlichen Methoden zur Berechnung elektro-
nischer Bandstrukturen zu einem konzeptionell neuen
Verfahren fiir die realistische Modellierung korrelierter
Materialien gefiihrt. Es ist zu erwarten, dass DMFT-
basierte Zugénge in zehn bis fiinfzehn Jahren dhnlich
erfolgreich und standardisiert sein werden wie die
gegenwartig verfiigbaren Dichtefunktional-Methoden.
Die Entwicklung eines umfassenden theoretischen Zu-
gangs, der es ermdoglicht, Korrelationseffekte in Mate-
rie — von komplexen anorganischen Materialien bis hin
zu biologischen Systemen — quantitativ zu verstehen
und vorherzusagen, ist eine grofie Herausforderung fiir
die theoretische Physik.
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