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Wanderungen in Energielandschaften

Ein Schliissel zum Verstandnis komplexer Systeme

Andreas Heuer, Michael Kastner, Alexander Karl Hartmann und Martin Weigel

Ungeordnete Systeme von Biopolymeren iiber struk-
turelle Glaser bis hin zu Spinglasern faszinieren durch
ihre vielféltigen Eigenschaften und ihr komplexes Ver-
halten. Um tiefere Einsichten zu gewinnen, halten Phy-
siker in den zugrundeliegenden ,Energielandschaften”
nach besonders interessanten Gipfeln und Téalern
Ausschau, fast wie der Wanderer auf dem beriihmten
Gemalde von Caspar David Friedrich.

iele physikalische Systeme lassen sich durch

eine Energiefunktion charakterisieren, welche

die Abhingigkeit der Energie von den Freiheits-
graden beschreibt. Dies kann die Hamilton-Funktion
eines klassischen Systems sein oder die freie Energie
in der Thermodynamik. Die Energiefunktion kodiert
das physikalische Verhalten des Systems: So legt z. B.
die Hamilton-Funktion die Trajektorien der einzelnen
Partikel fest. In der Praxis ist diese Information aber
schwer zuginglich, da exakte Losungen nur in Ausnah-
mefillen bekannt sind.

Eine mégliche Strategie besteht dann darin, die
Energiefunktion mit den Augen eines Wanderers zu be-
trachten, der seinen Weg im Gebirge sucht: Geschick-
terweise lenkt er seine Aufmerksamkeit auf Gipfel oder
Taler, die er vielleicht erreichen méchte, sowie auf Sit-
tel, iiber die er am einfachsten von einem Tal ins néchs-
te gelangen kann. Diese Konzentration auf markante
Merkmale der Topographie kann, iibertragen auf die
Landschaft einer Energiefunktion, auch in der Physik
komplexer Systeme sehr niitzlich sein: Bei tiefen Tem-
peraturen halt sich ein System in der Néhe von lokalen
Minima der Energielandschaft auf, wahrend fir die
Dynamik die Sattel zwischen den Minima relevant sind.

In besonders einfachen Fillen besitzt ein System nur
wenige Freiheitsgrade, wie bei einfachen molekularen
Reaktionen. Dann ist die Energielandschaft noch recht
ibersichtlich und lasst sich z. B. mittels quantenche-
mischer Methoden bestimmen (Abb. 1a). Manchmal
lasst sich eine hochdimensionale Landschaft auch auf
wenige Dimensionen projizieren und in Abhédngigkeit
von einigen wenigen reduzierten Koordinaten dar-
stellen. Diese konnen unter anderem Bindungswinkel
oder geeignet gewéhlte Abstdnde fiir Proteine sein, fiir
die es inzwischen auch méglich ist, die Energieland-
schaft numerisch zu berechnen (Abb. 1b). Wihrend sich
in diesen Fallen die zugehorige Landschaft noch recht
einfach grafisch darstellen und damit auch interpre-

© 2010 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim 1617-9437/10/1212-35

,Der Wanderer Gber dem Nebelmeer” (1818) von Caspar David
Friedrich

tieren ldsst, ist man im Allgemeinen jedoch mit einem
hochdimensionalen Konfigurationsraum konfrontiert,
sodass die darstellbaren zweidimensionalen Schnitte
nur noch von begrenztem Nutzen sind. So genannte
Diskonnektivitatsgraphen erlauben es jedoch, auch
solche hochdimensionalen Landschaften in einer
Baumstruktur zu veranschaulichen und wichtige In-
formationen iiber die Dynamik zu gewinnen (Abb. 2).
Eine solche Darstellung verdeutlicht grundlegende
Unterschiede zwischen Proteinen und strukturellen
Glasern oder Spingldsern. Die Tatsache, dass Proteine
auf kurzen Zeitskalen ihren nativen Grundzustand
tatsachlich finden konnen, obwohl dies durch eine

® Das Verhalten ungeordneter Systeme ist durch konkur-
rierende Wechselwirkungen gepragt.

m Diese fuhren, verglichen mit einfachen Systemen, zu
einer wesentlich komplexeren Struktur (,Energieland-
schaft”) mit vielen lokalen Minima und Barrieren im
hochdimensionalen Konfigurationsraum.

m Die vielfaltigen dynamischen und statistisch-physika-
lischen Eigenschaften ungeordneter Systeme lassen
sich als Spiegelbild topographischer Merkmale der
zugrundeliegenden Energielandschaften verstehen.
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Abb. 1

Die Energielandschaft der che-
mischen Reaktion A+BC — AB+C wird
von den Abstdanden dag bzw. dgc aufge-
spannt (a). Aus der Hohe der Minima
(dunkle Bereiche) sowie des Sattel-
punktes (+), der diese verbindet, lassen
sich Reaktions-Aktivierungsenergien

aus [1]

bestimmen. Beim Protein Lysozym ldsst
sich die Energielandschaft aus Experi-
menten ableiten (b): Verschiedene
Faltungspfade (gelb, rot, griin) mit
unterschiedlichen Zwischenzusténden
fuhren in den nativen Grundzustand
des Proteins.

rein zufallsgesteuerte Suche im Raum der metastabilen
Zustinde um viele Groflenordnungen linger dauern
wiirde — eine Tatsache, die auch als Levinthal-Paradox
bezeichnet wird —, hangt vermutlich gerade mit dieser
Trichterstruktur der Energielandschaft zusammen.
Fiir natiirlich vorkommende Biopolymere ist ein sol-
cher eindeutiger Grundzustand entscheidend, da die
biologische Funktion von Proteinen sehr eng mit ihrer
raumlichen Struktur verkniipft ist. Fiir strukturelle
Glaser oder Spingléser hingegen existieren viele nahe-
zu gleichberechtigte Energietiler, was zu deutlich un-
terschiedlichen physikalischen Eigenschaften fiihrt.
Haufig werden numerische Simulationen zur Unter-
suchung von Energielandschaften eingesetzt [3]. Es ist
aber auch moglich, deren Eigenschaften experimentell
aus Reaktionsraten, Isotopeneffekten oder Schwin-
gungsfrequenzen zu rekonstruieren. Im Allgemeinen
ist es aber weder durch numerische noch durch ex-
perimentelle Methoden méglich, die lokalen Minima
und Sattelpunkte vollstandig zu charakterisieren, da
die Anzahl dieser Punkte typischerweise exponentiell
mit der Systemgrofie ansteigt. Die Frage ist dann, ob
sich zumindest statistische Eigenschaften ermitteln
lassen. Und weiterhin: Kénnen die grundlegenden
Eigenschaften der Landschaft mit physikalischen Beo-
bachtungen wie dem Auftreten von Phaseniibergingen
in Verbindung gebracht werden? Diese Fragen sind
der Ausgangspunkt fiir spannende Forschungsreisen
etwa in der Theorie der unterkiihlten Flissigkeiten
und Spinglaser, hin zu einem neuen, grundlegenden

Verstindnis von Phaseniibergingen oder zur Unter-
suchung von Optimierungsproblemen aus dem Blick-
winkel der statistischen Physik.

Von der Fliissigkeit zum Glas

Wird beim Glasblasen eine Fliissigkeit hinreichend
schnell abgekiihlt, so geht sie statt in einen kristallinen
Zustand in einen metastabilen, unterkiihlten Zustand
iiber. Bei weiterem Absenken der Temperatur ver-
langsamt sich die Dynamik der Atome oder Molekiile
stetig, bis sich die Fliissigkeit schlieSlich ab der Glas-
tibergangs-Temperatur auf experimenteller Zeitskala
wie ein Festkorper verhélt — der Glasiibergang hat
stattgefunden.

Eine charakteristische Kenngrofie der Dynamik ist
die Diffusivitdt D der einzelnen Atome bzw. Molekiile.
Deren Temperaturabhidngigkeit ist gegeben durch
D(T)= Dy exp(-V(T)/ks T), wobei V(T) die effektive
Aktivierungsenergie ist. Ein temperaturunabhangiger
Wert von V(T), das Arrhenius-Verhalten, tritt bei dy-
namischen Prozessen auf, die durch einen aktivierten
Ubergang iiber eine feste Barriere beschrieben werden,
beispielsweise die Defektdiffusion in Festkorpern. Bei
Glasbildnern hingegen steigt, von wenigen Ausnah-
men abgesehen, V(T) mit fallender Temperatur an. Ein
analoges Verhalten weisen auch die Viskositat oder
die Strukturrelaxation auf. Das Verstidndnis dieses An-
stiegs und der daraus resultierenden starken Verlang-
samung bei tiefen Temperaturen ist eines der zentralen
Ziele der Forschungsarbeiten zu strukturellen Glasern.

Das Konzept der Energielandschaft erlaubt es,
wichtige Aspekte dieser Frage zu beantworten [4, 5].
Die Zustandsdichte G(E) der lokalen Energieminima
lasst sich fiir verschiedene Glasbildner in guter Nihe-
rung durch eine Gauss-Verteilung beschreiben. Wegen
des allgegenwirtigen Boltzmann-Faktors werden bei
tieferen Temperaturen im Mittel auch tiefere Energie-
minima besetzt. Wie kann das System aus einem tief
liegenden Zustand mit Energie Eq.r entweichen? We-
gen der sehr kleinen Dichte von Zustinden niedriger
Energien (Auslaufer der Gauss-Verteilung von G(E))
ist ein tief liegendes Minimum im Konfigurations-
raum typischerweise ausschlieflich von héher liegen-
den Minima umgeben. Der Prozess des Entweichens
entspricht somit anschaulich einem Hoherklettern in
der Energielandschaft. Von einer Grenzenergie E. an

Abb.2 Die Energielandschaften (jeweils
links) eines gut faltenden Biopolymers
mit typischer Trichterstruktur (a) und
eines Spinglases (b) unterscheiden sich
deutlich. Gleiches gilt flr die Diskonnek-
tivitatsgraphen (jeweils rechts), bei de-
nen jeder Ast einem Minimum der Ener-
gielandschaft entspricht. Zusammen-
gefiihrt werden zwei Aste jeweils bei
der Energie der Barriere zwischen den
beiden Minima.
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Abb.3 Bei den meisten Glasbildnern weicht die Diffusivitat
D(T) (durchgezogen) vom Arrhenius-Verhalten (gestrichelt) ab.
Dies lasst sich im Bild der Energielandschaften darauf zurlick-
fahren, dass der Abstand zwischen den typischen besetzten
Energien E(T;) - im Haupttext allgemein als Eset bezeichnet -
und der Grenzenergie E. flr tiefe Temperaturen immer gréBer
wird (rote Pfeile in den logarithmischen Darstellungen der
Minimum-Zustandsdichte G(E)). Die Aktivierung geschieht
jeweils liber einige Zwischenzustande (Skizze bei T,). Bei SiO,
hingegen gibt es eine untere Grenze der Landschaft (Esonie),
aus der ein reines Arrhenius-Verhalten im relevanten Tem-
peraturregime resultiert.

gibt es aus statistischen Griinden (manifestiert in der
hoheren Zustandsdichte) benachbarte Minima mit
dhnlicher Energie. Von dieser Energie an ist keine wei-
tere Aktivierung zum Transport nétig, mit Ausnahme
der typischerweise relativ kleinen Barriere Vi zwi-
schen benachbarten Minima. Die resultierende Akti-
vierungsenergie ist somit gegeben durch Vi + E. — Egr.
Nach einer geeigneten Mittelung iiber die typischen
Zustdnde, die das System bei der Temperatur T an-
nimmt, ergibt sich fiir die resultierende Aktivierungs-
energie V(T) = Vo + E. - (E(T))/2, wobei (E(T)) die
mittlere potentielle Energie bezeichnet [5]. Da bei tie-
feren Temperaturen niedrigere Energien relevant sind,
lasst sich somit ganz natiirlich erklaren, wieso bei den
meisten Glasbildnern V(T) mit fallender Temperatur
ansteigt (Abb.3).

Eine wichtige Ausnahme hiervon ist reines SiO,,
welches im experimentell zugéinglichen Bereich ein Ar-
rhenius-Verhalten aufweist, d. h. V(T) = const. Dieser
Glasbildner zeichnet sich durch eine klar ausgeprégte
lokal tetraedrische Struktur aus: Ein Si-Atom ist von
vier O-Atomen umgeben und ein O-Atom von zwei
Si-Atomen. Man spricht auch von einem Netzwerk.
Defekte liegen dann vor, wenn die lokale Ordnung ge-
stort ist. Es zeigt sich nun, dass die Energie einer Kon-
figuration stark mit der Anzahl der Defekte korreliert:
je tiefer die Energie, desto kleiner die Anzahl von De-
fekten. Bei der Energie Esoni liegen keine Defekte mehr
vor, und diese Energie dient als effektive untere Grenze
der Energielandschaft [6]. Die Existenz der unteren
Grenze ist also eine direkte Folge der Netzwerkstruktur
von SiO». In einem breiten Temperaturbereich gilt so-
mit V(T)=Vy + Ec - Esonie, entsprechend einem reinen
Arrhenius-Verhalten (Abb. 3).

Eine genauere Analyse zeigt, dass sich die Dynamik
als Zufallsbewegung zwischen verschiedenen ,,Meta-
basins® beschreiben ldsst, die sich aus der Zusammen-
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fassung benachbarter Minima ergeben. Dadurch ist
es moglich, eine sehr detaillierte Beschreibung der
dynamischen Prozesse von Glasbildnern im Rahmen
der Sprache der Energielandschaften zu formulieren.

Wenn Spins frustriert sind

Auch fiir das Studium ungeordneter magnetischer
Systeme erweist sich das Konzept der Energieland-
schaften als duflerst fruchtbar. Klassische Spinglédser
entstehen aus zufillig verteilten Storstellen magne-
tischer Ubergangsmetalle, beispielsweise Mangan, in
einem reguldren Kristallgitter eines unmagnetischen
Metalls wie Gold. Die durch die Leitungselektronen
des Metalls vermittelte effektive Wechselwirkung der
eingebetteten magnetischen Momente (,,Spins) ist
dann, abhédngig von deren Abstand zueinander, fiir
manche Paare von Momenten ferromagnetisch, fiir
andere dagegen antiferromagnetisch. Die Anwesenheit
solcher widerstreitender Wechselwirkungen fiihrt zur
»Frustration®, da auch bei niedrigen Temperaturen
nicht alle Paarwechselwirkungen zur gleichen Zeit ih-
ren Grundzustand einnehmen kénnen. In Verbindung
mit der durch die zuféllige Anordnung der magne-
tischen Momente bedingten Unordnung ergibt sich so
ein ungewohnliches thermodynamisches Verhalten,
bei dem bis hin zu tiefsten Temperaturen keine lang-
reichweitige Ordnung zu beobachten ist. Trotzdem
kann ein Phaseniibergang in eine Spinglasphase mit in

Energie
N

T T T
0,00 0,05 0,10 0,15
Anisotropieparameter k

Abb.4  Mithilfe des Anisotropieparameters k im Spinraum lasst
sich das Modell eines Vektorspinglases mit m=5 Spinkompo-
nenten auf einem kubischen Gitter der GroBe 6 x 6 x 6 zwischen
vollkommener Symmetrie (k = 0) und dem klassischen Heisen-
berg-Modell mit drei Spinkomponenten (k— o) interpolieren.
Jede Linie entspricht der k-abhangigen Energie eines metasta-
bilen Zustands. Die gewdhlte Zahl von fiinf Spinkomponenten
reicht bereits aus, damit das Energiespektrum bei k = 0 zu-
nachst nur eine Linie zeigt, also keine Metastabilitat. Fiir zuneh-
mendes k werden Sattelpunkte zu metastabilen Minima, die als
neue Linien erscheinen.
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a Hlp.) = p*2+¢"14 - g*12

Abb.5 Bereits fiir ein einzelnes Teilchen
im eindimensionalen Doppelmuldenpo-
tential, beschrieben durch die Hamilton-
Funktion H(p,q), besitzt die Energieland-
schaft drei stationare Punkte (a): zwei Mi-
nima bei der Energie e=-1/4 und einen
Sattelpunkt bei e=0. Stationdre Punkte

b 0le) = Jdpdg 6(H(p.9)-e)
10
8
4
2
04 02 02 04

beeinflussen statistisch-physikalische
GroBen markant (b): Die Zustandsdichte
Q(e) weist einen Sprung bzw. eine Diver-
genz genau bei den Energien der statio-
naren Punkte auf. Die meisten dieser
Nichtanalytizitaten Gberleben jedoch
den thermodynamischen Limes nicht.

zufilliger relativer Orientierung eingefrorenen magne-
tischen Momenten auftreten.

Spingléser und die oben diskutierten strukturellen
Glaser in unterkiihlten Fliissigkeiten haben wichtige
Gemeinsamkeiten, namlich die Anwesenheit von Frus-
tration sowie das Fehlen langreichweitiger Ordnung. In
beiden Fillen erzeugt die Kombination aus Frustration
und (eingeprégter oder selbstinduzierter) Unordnung
eine komplexe Landschaft der freien Energie mit einer
Vielzahl lokaler Minima, die durch Sattelpunkte oder
Ubergangszustinde miteinander verbunden sind.
Diese Struktur liefert die anschauliche Erklarung fiir
die Tatsache, dass das Auffinden von Grundzustinden
in solchen Systemen im Allgemeinen ein exponentiell
schwieriges Optimierungsproblem ist [7]. Das Studi-
um niedrig liegender metastabiler Zustdnde, mit dem
sich ein Teil der Landschaft erforschen lasst, erfordert
daher in der Regel fiir das betrachtete Problem mafige-
schneiderte Optimierungsalgorithmen, etwa basierend
auf angepassten Monte-Carlo-Methoden oder geneti-
schen Algorithmen [8, 9].

Fiir das Verstdndnis der Dynamik solcher Systeme
ist die Kenntnis der Verteilung der Sattelpunkte und
ihrer Indizes, also der Anzahl der Richtungen mit
negativer Krimmung, entscheidend. Im Rahmen der
Molekularfeldtheorie der Spingléser lassen sich hier-
iiber noch analytische Aussagen gewinnen [10]. Dabei
zeigt sich, dass in der Spinglasphase die Anzahl der
Minima exponentiell mit der SystemgréfSe ansteigt und
jedes Minimum von einem Ubergangszustand beglei-
tet wird, der nur in einer Richtung wie ein Maximum,
in allen anderen dagegen wie ein Minimum aussieht.
Am und iiber dem Ubergangspunkt wichst die Anzahl
solcher Minima nur noch schwicher als die Anzahl der
Spins, sodass diese fiir hinreichend grofle Systeme kei-
ne Rolle mehr spielen. Fiir diskrete Spinsysteme, z. B.
das Ising-Spinglas jenseits der Molekularfeldtheorie, ist
es wesentlich schwieriger, solche Aussagen zu gewin-
nen. Methodisch sind wir hier bislang im Wesentlichen
auf das vollstandige Abzdhlen aller Zustdnde in sehr
kleinen Systemen beschréinkt. Etwas anders stellt sich

die Situation fiir kontinuierliche Spinsysteme dar, in
denen die magnetischen Momente durch m-dimen-
sionale Einheitsvektoren s = (si,..., s)" dargestellt
werden. Betrachtet man Systeme mit mehr als den iib-
lichen m=3 Komponenten des Heisenberg-Modells, so
zeigt sich, dass die Energielandschaft eines endlichen
Systems fiir eine hinreichend grofe Zahl m von Spin-
komponenten in dem Sinne trivial wird, dass jegliche
Metastabilitdt verschwindet und lediglich das globale
Minimum iibrig bleibt. Anschaulich rithrt das daher,
dass das System aus einem metastabilen Minimum
entkommen kann, wenn ihm nur eine ausreichende
Anzahl von Richtungen (also Spinkomponenten) zur
Verfligung steht. In diesem Fall ist das vermeintliche
Minimum also ein Sattelpunkt. Eine Variation der An-
zahl m von Komponenten fithrt somit zu einer Verbin-
dung der hoch komplexen Landschaft bei kleinem m
zur Landschaft ohne Metastabilitét bei sehr groflem m.
Fithrt man eine Anisotropie im Spinraum mit Parame-
ter « ein, so kann man eine kontinuierliche Interpola-
tion zwischen den beiden Extremen erreichen (Abb. 4).
Dabei durchliuft das System eine Kaskade von Uber-
gingen, bei denen jeweils ein metastabiles Minimum
aus einem Sattelpunkt entsteht. Die typische hierar-
chische Struktur der Landschaft in Spingldsern (Abb.2)
ldsst sich so als Ergebnis einer Hierarchie solcher Um-
wandlungen des Charakters von stationdren Punkten
verstehen. Neben ihrem theoretischen Interesse hat
diese Beobachtung auch praktische Konsequenzen fiir
das Auffinden von Grundzustinden sowie die Simu-
lation von Spinglésern, da die kontinuierliche Verbin-
dung ihrer komplexen Landschaft mit den einfachen
Landschaften bei groflem m die extrem verlangsamte
Dynamik erheblich beschleunigen kann.

Komplexe Systeme und ihre Phasen

In den bisher diskutierten Beispielen ermoglichte die
Energielandschaft einen Zugang zum Verstindnis ins-
besondere der Phaseniibergange komplexer Systeme
wie etwa dem Glastibergang. Daher liegt es nahe, nach
einem allgemeinen Zusammenhang zwischen der To-
pographie der Landschaft und dem Auftreten solcher
Phasenumwandlungen zu fragen. Mathematisch lasst
sich ein Phaseniibergang typischerweise am nichtana-
Iytischen Verhalten eines thermodynamischen Poten-
tials, wie der freien Energie f{T) als Funktion der Tem-
peratur T, erkennen. Fiir die theoretische Beschreibung
eines Phaseniiberganges ist dann als idealisierendes
Konzept der thermodynamische Limes unendlich
grofer Teilchenzahl vonnéten, da die Funktion f nur
dann eine Nichtanalytizitdt entwickeln kann. Existiert
dabei eine Verbindung zwischen dem Auftreten einer
solchen Singularitit und den stationdren Punkten der
zugrundeliegenden Landschaft?

Ein erster wichtiger Schritt zur Beantwortung dieser
Frage geht auf die Erkenntnis zurtick, dass das Vorhan-
densein von stationdren Punkten der Landschaft in der
Umgebung der Ubergangsenergie e. bei kurzreichwei-

38  Physik Journal 9 (2010) Nr.12  © 2010 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim



tigen Wechselwirkungen notwendig ist, damit ein Pha-
seniibergang bei der Ubergangstemperatur T.= T(e.)
auftritt [11] (Abb.5). Zwar ist damit ein allgemeiner Zu-
sammenhang zwischen stationaren Punkten und Pha-
seniibergingen hergestellt, es bleibt aber zuniéchst of-
fen, welche der exponentiell vielen stationdren Punkte
im hochdimensionalen Konfigurationsraum nun fiir
den Phaseniibergang verantwortlich sind.

Es stellt sich heraus, dass hierfiir das Krimmungs-
verhalten in Form der Determinante der Hesse-Matrix
0> V/(9q: 9g;) des Vielteilchen-Potentials V(q;,..., gn) an
den stationdren Punkten entscheidend ist [12]. Je flacher
ein stationdrer Punkt ist, also je weniger die Deter-
minante der Hesse-Matrix an diesem Punkt von Null
abweicht, desto starker ausgepragt sind die zugehorigen
Singularitéten: Ein flacheres Potential fithrt also zu
einem ausgepragteren Sprung und einer schirferen
Divergenz in der Zustandsdichte (Abb.5). Im thermody-
namischen Limes, also mit zunehmender Teilchenzahl
N, werden zwar die Singularititen schwicher (dies
ist eine Folge der anwachsenden Dimensionalitét des
Konfigurationsraumes), man kann jedoch zeigen, dass
eine gegen Null konvergierende Hesse-Determinante
diesen Effekt kompensiert: Nur im Falle einer derartig
verschwindenden Hesse-Determinante kann die durch
den stationdren Punkt hervorgerufene Singularitit den
thermodynamischen Limes N-> o iiberleben und zu
einem Phaseniibergang, das heif3t zu nichtanalytischem
Verhalten der freien Energie, fithren.

Wie kann man sich diesen Zusammenhang nun zu-
nutze machen? Fiir besonders einfache Modellsysteme
ist es manchmal méglich, alle stationdren Punkte bei
beliebiger Teilchenzahl zu bestimmen und dann die
Hesse-Determinante an diesen Punkten direkt aus-
zuwerten. Solche Rechnungen fiir gewisse klassische
Spinsysteme bestitigen zwar die Giiltigkeit des ,,Flach-
heits-Kriteriums® [13], sind aber nur von begrenztem
praktischen Wert: Eine vollstindige Berechnung aller
stationdren Punkte eines wechselwirkenden Vielteil-
chensystems wird sicherlich nur in den wenigsten
Fallen moglich und zudem aufwindiger sein, als eine
exakte thermodynamische Losung des Problems. Die
Stirken des Energielandschaft-Konzeptes kommen erst
zur Geltung, wenn es gelingt, eine Klasse von beson-
ders einfachen, aber relevanten stationdren Punkten zu
konstruieren und auszuwerten. Ein einfaches Beispiel
solch einer Klasse fiir ein wechselwirkendes Gas in
einem rechteckigen Behélter mit periodischen Rand-
bedingungen ist die Anordnung der Gasteilchen auf
einem regelmifligen, z. B. kubischen Gitter. Die Sym-
metrie dieser Anordnung fiithrt zu einem Kréftegleich-
gewicht, die Konfiguration ist also stationar (wenn
auch nicht unbedingt stabil). Mit dieser Strategie gelang
etwa die Berechnung der exakten Ubergangsenergie fiir
ein eindimensionales Modell gravitierender Teilchen
[14], und dieser Fall zeigt, wie stationdre Punkte der
Energielandschaft fiir gewisse Fragen zu eleganten, ana-
lytischen Losungen fithren konnen. Mehr analytische
Ergebnisse dieser Art fiir weitere Vielteilchensysteme
sind in der Zukunft sicher noch zu erwarten.
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Optimierung in der Energielandschaft

Das physikalisch motivierte Konzept der Energieland-
schaften ist aber auch in Gebieten jenseits der Physik
hilfreich, beispielsweise beim Verstindnis von Opti-
mierungsproblemen. Das Erstellen von Stundenplédnen
ist ein Beispiel fiir die Allgegenwart von Optimierungs-
problemen auch im téglichen Leben. Die Menge der
moglichen Lésungen eines solchen Problems ldsst sich
dabei formal mit dem Konfigurationsraum eines physi-
kalischen Systems identifizieren. Definiert man auf die-
sem Raum in geeigneter Weise eine Energiefunktion,
so entsprechen die optimalen Losungen des Problems
den Minima der Energielandschaft. Von besonderem
Interesse sind die ,,harten Probleme: Fiir diese gibt es
exakte Algorithmen, also solche, die beweisbar ein Mi-
nimum finden. Die Laufzeit steigt dabei, im Gegensatz
zu den ,leichten Problemen, aber exponentiell mit
der Systemgrofie. Entsprechend ist eine exakte Losung
eines Stundenplans im ungiinstigsten Fall nur fiir eini-
ge hundert Vorlesungen praktisch auffindbar.

Exponentielles Wachstum tritt jedoch nur im
ungiinstigsten Fall auf, stellt also eine obere Schran-
ke an die Laufzeit dar. Insbesondere die statistische
Physik betrachtet nun die ebenfalls relevante Frage
der Schwierigkeit typischer Probleme, die nicht mit
derjenigen der ungiinstigsten Instanzen iibereinstim-
men muss. Fiir solche typischen Probleme gelang es,
einige Klassen zu finden, bei denen Phaseniibergange
auftreten [15]: Variiert man einen charakteristischen
Parameter der Systemklasse, so sind nur in einem be-
stimmten Bereich von Parameterwerten exponentiell
lange Rechenzeiten erforderlich.

Man kann dann versuchen, mittels analytischer [15]
oder numerischer [16] Methoden einen Zusammen-
hang zwischen der Energielandschaft einer Problem-
klasse und der ,,Harte“ des Problems fiir Algorithmen
herzustellen [15]. Ein Beispiel fiir solch einen Zusam-
menhang ist das Knoteniiberdeckungsproblem (Abb. 6).

T T
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Abb. 6
ckungsproblem sind zwei der Knoten
des Graphen bedeckt (blaue Kreise) und
somit auch die angrenzenden acht Kan-
ten (blaue Linien). Man erhilt eine Uber-
deckung, indem man zusétzlich z. B. die
drei mit X markierten Knoten bedeckt.
Fur das Ensemble von Erdés-Rényi-
Zufallsgraphen (b, vgl. Text) im Grenzfall
N >0 lassen sich Simulationen mit dem

Bei diesem Knotentiberde-
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Ergebnis von analytischen Naherungs-
methoden fur die GroBe X.(c)/N der mini-
malen Uberdeckungen pro Knoten als
Funktion der mittleren Anzahl ¢ von

Nachbarn vergleichen. Firr ¢ > e ist die
Energielandschaft stark zerkllftet und es
treten Abweichungen zwischen exaktem
Simulationsergebnis und analytischer
Naherungsrechnung auf.



UBERBLICK

Dieses Problem ist fiir Graphen definiert, also fiir eine
Menge von ,,Knoten® i € V, von denen einige paar-
weise durch ,Kanten® {1, j} verbunden sind. Fiir eine
vorgegebene Teilmenge V'c V werden alle Knoten in
V'sowie alle Kanten, die an die Knoten in V'angren-
zen, bedeckt genannt. Falls fiir ein V' alle Kanten des
gesamten Graphen bedeckt sind, nennt man V'eine
Uberdeckung.

Die Suche nach Uberdeckungen mit der kleinst-
moglichen Anzahl von Knoten erweist sich als ,,hartes®
Optimierungsproblem. Man kann etwa Erd6s-Rényi-
Zufallsgraphen untersuchen, die aus N Knoten und
im Mittel Nc/2 zuféllig ausgelosten Kanten bestehen
(c: mittlere Nachbarzahl). Hierfiir 14sst sich die Grof3e
X(c) der minimalen Uberdeckungen iiber Computer-
simulationen bestimmen [16]. Eine Analyse zeigt, dass
man fiir ¢ < e =2,71... die minimalen Uberdeckungen
typischerweise noch sehr schnell berechnen kann,
wihrend fiir ¢ > e die Laufzeit exponentiell mit der
Systemgrofie ansteigt, sich dort also tatsdchlich ,,hart®
verhdlt [15]. Interessanterweise dndern sich genau an
dieser Grenze auch die Eigenschaften der Energieland-
schaft: Sie ist fiir ¢ < e sehr einfach strukturiert, fur
¢ > e dagegen stark zerkliiftet.

Fiir stochastische Algorithmen wie etwa Monte-
Carlo-Simulationen, die auf lokalen Bewegungen im
Konfigurationsraum basieren und durch eine zerkliif-
tete Energielandschaft stark verlangsamt werden, ist
der Zusammenhang zwischen der Landschaft und der
»Hirte* noch recht offensichtlich. Fiir exakte Algorith-
men ist ein solcher Zusammenhang jedoch bisher im
Allgemeinen nicht bekannt. Diese Zusammenhinge
sind ein Gegenstand der aktuellen Forschung, die sich
auch mit der Entwicklung hocheffizienter Algorithmen
auf der Basis von Kenntnissen {iber die Energieland-
schaft eines Problems befasst [17].

Weiterwandern zu neuen Erkenntnissen

Wichtige Eigenschaften des Gleichgewichts und
Nichtgleichgewichts komplexer Systeme lassen sich
direkt mit den topographischen Gegebenheiten der
zugrundeliegenden Energielandschaften in Verbin-
dung bringen. Exakte Losungen oder vollstindige
Auflistungen aller stationdren Punkte sind in der Regel
nicht moglich. Nichtsdestotrotz erlaubt die statistische
Beschreibung der Landschaften Einsichten in die Phy-
sik so unterschiedlicher Probleme wie die Faltung von
Proteinen, das Verhalten von strukturellen und Spin-
glidsern oder die Schwierigkeit von Optimierungspro-
blemen. Auch systemunabhingige Aussagen, nament-
lich ein Zusammenhang zwischen stationdren Punkten
und Phaseniibergangen, lassen sich mit dem neuen
Ansatz gewinnen. Energielandschaften erschlieflen
damit ein tibergreifendes, strukturelles Verstindnis
einer Vielzahl komplexer Systeme. Dabei steht dieser
Forschungszweig noch am Anfang, sodass eine Viel-
zahl weiterer spannender Resultate in den kommenden
Jahren zu erwarten ist.
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