Robert-Wichard-Pohl-Preis

Die Bayes’sche Variante

Zur Logik der Datenanalyse
Volker Dose

Physikerinnen und Physiker gewinnen ihre
experimentellen Daten mit teurem Gerédt und
hohem Zeitaufwand. Doch beste Ausstattung
und ausreichend Zeit miissen auch von entspre-
chend sorgfiltiger Datenanalyse begleitet sein.
Die von Bayes begriindete und von Laplace
ausgebaute Methode, von E. T. Jaynes als ,,The
Logic of Science“ bezeichnet, sollte dringend
zum Standard werden und zwar sowohl in der
Forschung als auch in der Lehre.

gung des kopernikanischen Weltbildes heildt es:

,Tiere, die sich bewegen, verfiigen tiber Gliedma-
Ben und Muskeln. Die Erde besitzt weder GliedmaRen
noch Muskeln; also bewegt sie sich auch nicht“. Diese
Beweisfiihrung erscheint uns heute natiirlich grotesk.
Zu ihrer Zeit war sie es jedoch nicht. Der inverse
Schluss stellte ein ernsthaftes philosophisches Problem
dar, dessen Losung von dem englischen Geistlichen
Thomas Bayes (1702-1761), stammt und in einer Arbeit
mit dem Titel ,,An essay towards solving a problem in
the doctrine of chances“ 1763 posthum veroffentlicht
wurde. Nach rund 250 Jahren sollte man meinen, dass
die Bayes’schen Uberlegungen Allgemeingut geworden
sind. Das ist mitnichten so, weder im téglichen Leben
noch in der Wissenschaft. Tendieren wir nicht alle
dazu, im Bereich der Medizin z. B. das Testergebnis
positiv/negativ im Umkehrschluss mit krank/gesund
gleichzusetzen? Die Formulierung des Bayes’schen
Theorems, wie es heutigen Tages in der Wissenschaft
verwendet wird, verdanken wir keinem Geringeren als
Pierre Simon de Laplace (1749-1827). Von ihm stam-
men auch erste Anwendungen auf
Probleme der Himmelsmechanik,

I n einem Brief an Papst Urban VIII. zur Widerle-
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keitstheorie, die auf der Identitdt Wahrscheinlichkeit =
Héufigkeit griindet, zunehmend in Bedridngnis.

Wo aber kommt die Physik ins Spiel ? Der Weg von
der Philosophie der Aufkldarung zur Analyse von Daten
aus physikalischen Experimenten oder astronomischen

Beobachtungen scheint ja auf den ersten Blick nicht ge-

rade sehr direkt zu verlaufen. Der Schein triigt! Traditi-
onell wird in der Physik der Grad an Ubereinstimmung
zwischen experimentell erhobenen Daten und einer
Modellrechnung zum MaRstab fiir die Giite der physi-
kalischen Modellvorstellung angesehen. Je kleiner die
Abweichung zwischen beiden, umso wahrscheinlicher
das zugrunde gelegte Modell.
Ich gestehe gerne, dass auch ich lange Jahre von
diesem Umkehrschluss {iberzeugt war, und mochte
nun den Versuch unternehmen, auch Ihre (unterstell-
te) Uberzeugung zu erschiittern. Natiirlich muss die
Modellrechnung die gegebenen Daten im Rahmen der
experimentellen Fehler wiedergeben, damit das zu-
grunde gelegte Modell iiberhaupt
als Kandidat fiir den physikalischen

der medizinischen Statistik und

der juristischen Beweiswiirdigung.
Leider stand einer weiteren Ent-
wicklung der Theorie und ihrer An-
wendungen ein héufig erheblicher
Rechenaufwand entgegen. Ange-
sichts der heute verfiigbaren para-
diesischen Rechenmdoglichkeiten
wird dieses Gebiet der Wissenschaft
aber von einer zusehends wachsen-
den Gemeinde wieder entdeckt und
bringt die wahrend des 20. Jahrhun-
derts entwickelte Wahrscheinlich-
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» Meist wird in der Physik der Grad an
Ubereinstimmung zwischen den Messdaten
und einer Modellrechnung als MaRstab

fiir die Giite eines physikalischen Modells
angesehen.

P Dies ist jedoch nicht hinreichend, um
entscheiden zu konnen, ob ein Modell
wirklich fiir die Beschreibung eines physi-
kalischen Sachverhalts in Frage kommt.

» Bei der Entscheidung dieser Frage hilft
die Anwendung der von Bayes begriindeten
und von Laplace ausgebauten Methode.

1617-9439/05/0808-67

Sachverhalt in Frage kommt. Diese
Bedingung ist notwendig. Sie ist
aber nicht hinreichend, wie mit Hil-
fe der Abb. 1 gezeigt werden soll.
Wir gehen aus von der als Mo-
dell IT bezeichneten trapezformigen
Spektralfunktion und nehmen an,
dass ihre Messung mit einer Appa-
ratur erfolgt, die durch die mit ,Fal-
tung“ bezeichnete Auflosungsfunkti-
on charakterisiert sei. Das Ergebnis
dieser hypothetischen Messung wé-
re dann die als ,simulierte Daten*
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Abb. 1:

Zwei vollig ver-
schiedene Spektral-
funktionen (blau)
werden durch

die Faltung mit
einer gegebenen
Apparatefunktion
ununterscheidbar
in den Datenraum
abgebildet. Der
inverse Schluss von
den Daten auf die
Spektralfunktion ist
daher nicht ohne
weitere Kenntnisse
moglich.
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bezeichnete Kurve. Natiirlich ldsst sich dieser Weg auch
riickwirts durchlaufen, d. h. aus den Daten kann man
durch eine Entfaltungsoperation die Spektralfunktion
zuriickerhalten. Modifizieren wir jetzt fiir eine zweite
Rechnung die Daten um eine Winzigkeit, ndmlich um
ein Zdhlereignis in dem Kanal, in dem das Signal maxi-
mal ist, - das entspricht einer relativen Anderung von
2 x 107® - und fiihren den Entfaltungsprozess mit den
modifizierten Daten erneut durch, so erhalten wir das
mit Modell I bezeichnete Resultat. Es oszilliert heftig,
ist nicht positiv definit, was wir von einer Spektraldich-
te erwarten, und hat eine um den Faktor vier hohere
Amplitude als die Funktion Modell II. Gleichwohl

gibt es die Daten wieder mit einer Genauigkeit, die in
einem Z#hlexperiment erst mit einer Ereigniszahl von
2,5 x 10" im Maximum erreicht wiirde. Die Uberein-
stimmung einer Modellrechnung mit gemessenen Daten
ist daher sicher eine notwendige, aber keineswegs eine
hinreichende Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der zu-
grunde gelegten physikalischen Vorstellung.

Das Bayes’sche Theorem

Wir verdanken nicht nur diese Einsicht dem Reve-
rend Thomas Bayes, sondern auch die Formulierung
des Auswegs aus dem Dilemma. Wir bezeichnen mit M
das Modell, mit § die zum Modell gehorigen Parameter
und mit d die Daten, die wir erkldren mochten. Dann
gilt, entgegen landldaufiger Annahme, dass die Wahr-
scheinlichkeitsdichte p der Parameter 4, p(d |d, M, I),
gegeben ein Modell M und Daten d im Allgemeinen
etwas ganz anderes ist als die Wahrscheinlichkeitsdich-
te der Daten, gegeben das Modell und seine Parameter.
Wir benutzen hier die iibliche Schreibweise fiir beding-
te Wahrscheinlichkeiten. Danach ist die Grof8e vor dem
senkrechten Strich die Variable und die Grof8en danach
sind die Bedingungen fiir die Formulierung der Funk-
tion. Es gilt also

pBld, M, 1) #p(d|8,M,]I) . (1)

In I sind alle weiteren impliziten Informationen, tiber
die wir verfiigen, subsummiert, z. B. die Griinde, die
uns zur Wahl des Modells M veranlasst haben. Aus (1)
erhdlt man das Bayes’sche Theorem, indem die rechte
Seite um einen Faktor ergénzt wird.

. ploim1)
p(61d,M,1)=———— p(dl6,Mm,1). @)

p(d M, 1)
Formal folgt es aus der Produktregel fiir bedingte
Wabhrscheinlichkeiten, mit deren Hilfe die Funktion
p(8,d|M,I) auf einfachere Elemente zuriickgefiihrt
werden kann durch Vergleich der beiden dquivalenten
Entwicklungen.

=pd|M,1)-p(dld,M,I)  (3)

Natiirlich wollen wir annehmen, dass die Funktion
p(f|d,M,I) auf 1 normiert sei. Die linke Seite in (2)
bezeichnet man auch als Posterior-Wahrscheinlich-
keitsdichte von §. Entsprechend heift p(d|M, I) Prior-
Dichte. p(d|d, M, I) wird im Folgenden als Funktion
von § betrachtet und heift dann ,likelihood“. p(d|M,I)
bezeichnet man als Evidenz. IThre Bedeutung wird
sogleich klar werden. Aus (2) folgt durch Integration
beider Seiten iiber §

p(d|M,1)=[p(@|M,1)-p(d|f,M,1)dd , @
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und unter Benutzung der Produktregel (3) die wichtige
Marginalisierungsregel

pd\M, ) =[p(d,6|M,1dd , 5)

fiir die es in der auf dem Haufigkeitsbegriff aufbau-
enden traditionellen Wahrscheinlichkeitstheorie kein
Aquivalent gibt. Aus (4) ersehen wir auch die Bedeu-
tung der GroRe p(d|M,I). Sie stellt die Wahrscheinlich-
keit der Daten unter der Annahme des Modells M dar,
wenn tiber alle moglichen Zahlenwerte der das Modell
beschreibenden Parameter summiert (integriert) wird.
p(d|M, 1) ist damit eine SchliisselgréRe, aus der mit Hil-
fe des Bayes’schen Theorems die hoch interessante Fra-
ge nach der Wahrscheinlichkeit des Modells p(M|d, I)
im Lichte der Daten beantwortet werden kann:

p(MIT) pldim ). ©)

p(dl)

Nach (6) wird auch klar, warum der Informations-
hintergrund I mitgefiihrt werden muss, die Evidenz
hédngt namlich davon ab. Es gehort zu den herausragen-
den Leistungen der Bayes’schen Theorie, dass sie fiir
einen gegebenen Datensatz die Wahrscheinlichkeiten
fiir eine Menge alternativer Modelle {M;} zu berech-
nen gestattet. Sowohl der inverse Schluss nach (2) als
auch die Marginalisierung nach (4, 5) erfordern die
Einfiihrung von Prior-Wahrscheinlichkeiten p(4|M, I)
bzw. p(M|I), an denen sich immer wieder Kritik an der
Bayes’schen Logik entziindet. Sie gipfelt in dem Ein-
wurf, dass die Einfiihrung dieser Prior-Wahrscheinlich-
keiten das Ergebnis prajudiziere. p(d|M,I) und p(M|I)
sind Wahrscheinlichkeitsdichten, die alle Kenntnisse
iiber d bzw. M beinhalten, bevor die neuen Daten d
in Betracht gezogen werden. Der Faktor p(d|d, M, 1),
der die Dateninformation enthilt, modifiziert dann
diesen Kenntnisstand je nachdem, wie informativ er
ist. Enthilt p(d|d, M, I) wenig oder keine Information
iiber die Parameter 4, so ist es nur logisch, dass
p(f|d,M,I)=p(F|M,I) bleibt. Ist andererseits der Da-
tenfaktor sehr informativ, so spielt die Struktur in
p(IM,I) eine kleine bis vernachlissigbare Rolle, und
p(0]d, M, I) hat dieselbe Form wie p(d|d, M, I) als Funk-
tion von @ bei gegebenen Daten. Mit einer geeigneten
multiplikativen Konstanten auf der rechten Seite von
(1) wird aus der Ungleichung eine Gleichung. Unter
diesen Voraussetzungen fiihrt also der konzeptionell
falsche traditionelle Schluss des Physikers zum richti-
gen Ergebnis. Die Tatsache, dass in einer Vielzahl von
Féllen durch hinreichenden Fleil bei den Messungen
der Informationsgehalt der likelihood ad libitum gestei-
gert werden kann, mag auch mitverantwortlich sein fiir
die zogerliche Akzeptanz, der die Bayes’sche Logik bei
der Behandlung experimenteller Daten in der Physik
begegnet. Dass auch in der Physik der FleiRR zuweilen
kaum iiberwindbare Hiirden vorfinden kann, lidsst sich
aus der Diskussion zu Abb. 1 erahnen.

Als Einfiihrung in die Bayes’sche Theorie empfehle
ich die Biicher von D. S. Sivia [1], M. Tribus [2] und E.
T. Jaynes [3]. Die Schonheit der Bayes’schen Theorie,
die mit (2, 3) und (4, 5) vollstandig formuliert ist, liegt
fiir mich in ihrer Einfachheit. Einen Eindruck von der
Leistungsfahigkeit der Theorie sollen die im Folgenden
beschriebenen drei Beispiele vermitteln.

p(Mld,1)=
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Die Inversion der Faltung

In dem Klassiker ,,Physik der Sternatmosphéren*
von 1955 schreibt A. Unsold: ,Nachdem wir uns klar-
gemacht haben, wie man das Apparateprofil, d.h. das
vom Spektrographen und Mikrophotometer erzeugte
Profil einer monochromatischen Linie, ermitteln kann,
wenden wir uns dem praktisch sehr wichtigen Problem
der Entzerrung gemessener Linienprofile zu.“ Die
Faltung, von der Unsold hier spricht, ist wohl die am
héufigsten in der Datenanalyse anzutreffende Integral-
gleichung. In vielen physikalischen Problemen ist die
gesuchte Funktion in einer Integralgleichung der Form

D(E)=|K(E,E)S(E)dE', (7)
verpackt, die es zu invertieren gilt, um an die gesuchte
Information S(E') zu kommen. Der Kern K(E, E') fiihrt
zur Faltung, wenn er von der Form K(E,E") =K(E-E')
ist. Das im Folgenden diskutierte Beispiel ist von allge-
meinerer Form und beschreibt die Analyse eines Expe-
riments zur spinpolarisierten inversen Photoemission
an Ni(110) [4]. Spinpolarisierte inverse Photoemission
ist eine probate Methode zur Untersuchung der elek-
tronischen Bandstruktur von Ferromagneten. Bei Ferro-
magneten ist jedes Energieband aufgespalten in zwei
spinabhdngige Subbénder, die zu den zwei mdglichen
Orientierungen des Elektronenspins gehoren. Zum Phé-
nomen des Magnetismus tragen jedoch nur diejenigen
Bénder bei, bei denen nicht beide Subbénder entweder
voll besetzt oder vollstandig unbesetzt sind. Da die
Energieaufspaltung der Subbdnder AE., =2 eV ist, sind
das Bidnder in der Umgebung der Fermi-Energie. Fiir
die Theorie interessant ist die genaue GroRe der Aus-
tauschaufspaltung AE., und ihre Abhdngigkeit von der
Temperatur. Zu ihrer Bestimmung sind im Allgemeinen
zwei Messungen notig, spinpolarisierte Photoemission
fiir das besetzte Subband und spinpolarisierte inverse
Photoemission fiir das unbesetzte Subband. Bei endli-
cher Temperatur werden jedoch zunehmend Lécher un-
terhalb der Fermi-Energie verfiigbar, die dann natiirlich
auch fiir die inverse Photoemission zugénglich sind. Ei-
nen besonders gilinstigen Fall bietet Ni(110) auf der X-Z-
W-Hochsymmetrielinie der Brillouin-Zone. Das besetzte
(Majoritdts)-Band liegt hier Bandstrukturrechnungen
zur Folge nur etwa 50 meV unterhalb der Fermi-Energie
und ist bereits bei Zimmertemperatur (kT =25 meV)
merklich entvolkert. Das dazugehdrige unbesetzte (Mi-
noritéts)-Band liegt etwa 0,5 eV oberhalb der Fermi-
Energie. Der Kern der Integralgleichung (7) fiir das Ex-
periment ist daher ein Produkt aus der Fermi-Funktion
f(Ep, E',T) und der Apparatefunktion A(E-E'). Da die
Genauigkeit, mit der die Spektralfunktion S(E') aus den
Daten d(E) bestimmbar ist, natiirlich davon abhéngt,
wie genau der Kern K(E, E') bekannt ist, kommt der
prézisen Bestimmung der Apparatefunktion A(E-E")
besondere Bedeutung zu. Fiir das vorliegende Expe-
riment lédsst sie sich gliicklicherweise mit geniigender
Genauigkeit bestimmen. Vor Metalloberflachen existie-
ren fiir ein sich ndherndes Elektron ndmlich unbesetzte
elektronische Zustdnde im Bildkraftpotential. Sie sind
der inversen Photoemission zugénglich und besitzen ei-
ne so lange Lebensdauer, dass ihre Linienbreite sehr gut
vernachldssigt werden kann und das gemessene Signal
daher in derselben Néherung direkt die Apparatefunk-
tion abbildet. Abb. 2b) und d) zeigen experimentelle
Daten zur spinpolarisierten inversen Photoemission fiir
den Ubergang Z, — Z, in Ni.
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Offene Kreise gehdren zum Minoritdtsband und
volle Kreise zum Majoritdtsband. Die beiden Teilbilder
unterscheiden sich durch die Probentemperatur. Zum
Teilbild (b) gehort eine Temperatur von 0,72 T, und
zum Teilbild (d) die Temperatur 0,82 T, wobei T, die
Curie-Temperatur der Volumenmagnetisierung von Ni
ist. Der erwartete Intensitdtsanstieg im Signal des Ma-
joritdtsbandes mit steigender Temperatur ist deutlich
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zu sehen. Aus diesen Daten gilt es nun, die unter dem
Integral versteckte spektrale Dichte S zu berechnen.
Dazu wurde im vorliegenden Fall das Modell , punkt-
weise Rekonstruktion auf einem &dquidistanten Gitter
gewihlt mit den Parametern = (S} =, Funktionswerte
an den Gitterpunkten“. Das Integral (7) wird damit

zu einer Summe mit dem Wert D; =D(E;). Nun ist der
zugehorige Messpunkt d; aber nicht exakt, sondern
lediglich bis auf einen Fehler o; bekannt. Fiir ein Z&hl-
experiment ist eine gute Schétzung fiir den Messfehler
0,=(d;)"?. Bei hinreichend hohen Ereigniszahlen lasst
sich die einem Zahlexperiment zugrunde liegende Pois-
son-Verteilung anndhern durch die Normalverteilung

G 1 1 2
P(di|S,0i,MJ)=WCXP{—2‘T?(di—Di) } (8)
1

Ein Element fiir die Inversion, ndmlich die likelihood,
ist damit spezifiziert. Es fehlt noch die Prior-Dichte
p(S|M,I). Um Katastrophen, wie Modell 1 in Abb. 1
auszuschlieBen, die wir ndmlich als unphysikalische Lo-
sung des Problems zuriickweisen wiirden, muss p(S|M, I)
sicher die Eigenschaft haben, nur positive {S;} zu erlau-
ben. Falls dariiber hinaus keine detaillierten Vorkennt-
nisse iiber Form, Lage oder Amplitude der gesuchten
Spektraldichten verfiigbar sind, sollte p(S|M,I) von sich
aus keine Struktur in das Inversionsergebnis einbringen.
Beide Forderungen werden erfiillt von der Dichte

§ —expl_ay S In
p(SIM,m,a,I)—exp{ ay Sln m}/Z(a), 9)

mit der Normierungskonstante Z(a). Diese Dichte
wird maximal fiir S; =m. Wahlt man also fiir m eine
hinreichend kleine Zahl, so wird die Rekonstruktion
von §; kleiner m ausfallen, wenn die Information in
der likelihood nichts anderes verlangt. Gleichung (9)
enthdlt dariiber hinaus noch einen neuen (Hyper-)
Parameter a. Er reguliert, mit welcher Stdrke die Prior-
Information (9) im Vergleich zur Dateninformation (8)
in die Posterior-Dichte eingeht. Er wurde so gewahlt,
dass die Summe der normierten quadratischen Abwei-
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Abb. 2:
Spin-abhingige
Quasiteilchen-
Spektraldichten
(a, ¢) und expe-
rimentelle Daten
der inversen Pho-
toemission (b, d)
fiir den Ubergang
Z,— Z, in Nickel
bei zwei verschie-
denen Tempera-
turen.
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chungen =,(d;- D;)?/ 03 =N wird, wobei N die Zahl der
Datenpunkte ist. Eine Diskussion iiber die rigorose
Bayes’sche Behandlung von a wiirde den Rahmen die-
ses Artikels sprengen.

Abb. 2a) und c) zeigen das Resultat der Inversion.
Die Energieskala ist hier gegebeniiber dem rechten Teil-
bild um einen Faktor zwei gedehnt. Die Analyse ergibt
zwei sehr schon getrennte Spektraldichten, die zu den
jeweiligen Spinorientierungen gehéren, und eine Auflo-
sungsverbesserung um etwa einen Faktor fiinf. Interes-
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Abb. 3:

Posterior-Dichte fiir das magnetische
Moment y, des Protons beziiglich eines
willkiirlich gewdhlten Ursprungs p,. Die
gestrichelte Kurve folgt, wenn die Streu-
ung der Daten als mit den angegebenen
Standardabweichungen vereinbar ange-
nommen wird. Die durchgezogene Kurve

sant ist auch, dass die Zahl der re-
konstruierten Werte von S die Zahl
der Datenpunkte iibersteigen kann,
hier um einen Faktor zwei. Der
Grund liegt in der Konvexitdt von
(9). Fiir die Physik des Magnetismus
ist interessant, dass sich die Majo-
ritdtsspektraldichte mit steigender
Temperatur auf die Minoritédtsdichte
zu bewegt. Aus den Messungen bei
sechs verschiedenen Temperaturen
folgte, dass sich die Austausch-
aufspaltung mit einer reskalierten
Brillouin-Funktion mit der Curie-
Temperatur des Nickel-Volumens
beschreiben ldsst. Die Datenanalyse
hat in diesem Fall damit physikali-
sche Schlussfolgerungen erméglicht,
die aus den Rohdaten allein kaum

ist das Resultat des Mischungsmodells.
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hétten gezogen werden konnen. Es
ist vielleicht von Interesse, hier an-
zumerken, dass die traditionelle Inversion des Problems
dhnlich wie in Abb. 1 eine mit der Amplitude 10° oszil-
lierende und damit vollig unsinnige Losung ergibt [5].
Im zweiten Beispiel sollen Situationen betrachtet
werden, in denen ein Modell allein nicht ausreicht,
um die vorhandenen Daten befriedigend zu erkldren.
Das Problem l&sst sich einfach verstehen an Hand von
Abb. 3. Die Daten mit Fehlerbalken, die hier aufgetra-
gen sind, reprédsentieren Messungen des magnetischen
Moments des Protons und stammen aus der Codata-
Auswertung 1986 [7] unserer physikalischen Konstan-
ten und Konversionsfaktoren, wie sie jedes Jahr im
Augustheft von Physics Today verdffentlicht werden.
Das Modell fiir die Auswertung dieser Daten ist, dass
sie einen bestimmten Wert 4, des Moments approxi-
mieren. Die likelihood wire dann wieder Gleichung
(8), wenn D; durch die Konstante u, ersetzt wird. Als
Prior-Dichte wéhlen wir in diesem Fall eine Konstante
1/4, wobei A ein Bereich von u,-Werten ist, der den
vermuteten wahren Wert sicher enthélt. Die Posterior-
Dichte fiir u, ist dann das Produkt iiber i von Termen
gemdll Gleichung (8). Diese Dichte ist als Funktion von
Uy in Abb. 3 gestrichelt wiedergegeben. Ihr Maximum
ist {ibrigens gegeben durch das gewichtete Mittel der
Daten, errechnet mit den Formeln, die jeder Student
im Anfiangerpraktikum lernen muss. Das Resultat ist in
diesem Falle mehr als kurios. Der Fehler des Resultats,
numerisch berechnet aus der Varianz der gestrichel-
ten Verteilung, ist kleiner als der kleinste Fehler einer
Einzelmessung. Gleichwohl liegt das errechnete Mittel
an einer Stelle, die von keinem der Fehlerbalken der
Einzelmessungen iiberstrichen wird. Die sture Anwen-
dung der Formeln aus dem Anfingerpraktikum, die man
iibrigens mit entsprechend unsinnigen Resultaten auch
in manchen Publikationen finden kann, iibergeht eine
wichtige Voraussetzung. Diese lautet, dass die Streuung
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der Daten mit den Fehlerangaben vertrédglich sein muss.
Tatsdchlich dndert sich die gestrichelte Verteilung nicht,
wenn wir bei konstant gehaltenen Fehlern die Daten
beziiglich ihres Mittelwertes der Streckung um einen
beliebigen Faktor unterwerfen. Das ist natiirlich vollig
absurd. Die Beschreibung der Daten - nichts anderes ist
die likelihood - muss daher erweitert werden. In die-
sem Fall nehmen wir an, dass ein Datenpunkt mit einer
Wahrscheinlichkeit § mit dem angegebenen Fehler kor-
rekt beschrieben wird, wiahrend mit einer Wahrschein-
lichkeit 1- 8 der angegebene Fehler um einen Faktor

y; modifiziert werden muss. Es gilt p,>1 fiir den Fall,
dass die Streuung angesichts der spezifizierten Fehler
zu grofd ist, andernfalls y; <1 . Der Faktor p ist mit i zu
indizieren, er hdngt von Lage und Fehler eines indi-
viduellen Datenpunktes ab. Die Wahrscheinlichkeit 8
trdagt keinen Index, da sich ihre Bedeutung erst aus der
Menge aller Datenpunkte mit zugehorigen Fehlern er-
gibt. Die (Hyper-)Parameter p; und 8 gehoren zwar zum
Problem, sind aber fiir sich kaum von Interesse. Die
Marginalisierungsregel der Bayes’schen Theorie (4, 5)
erlaubt, sie aus der Rechnung zu entfernen, wenn man
geeignete Verteilungen fiir y; und g spezifiziert. Erfreuli-
cherweise ist diese Spezifikation wenig kritisch. So wur-
de fiir § eine uniforme Verteilung im Bereich 0 =g =1
gewdhlt. Im Sinne des Entropieprinzips ist das auf die-
sem Intervall die Verteilung mit minimaler Information.
Fiir y; wurde die Verteilung 1/p2 im Intervall 1 =y;<c
gewihlt. Sie entspricht der Annahme, dass die spezifi-
zierten Fehler nicht mit der in diesem Fall beobachteten
Datenstreuung vertraglich sind und mit einem Faktor
y;>1 mit abnehmendem Gewicht zu multiplizieren sind.
Die Posterior-Verteilung fiir u, ist jetzt komplizierter,
sie entsteht namlich als Produkt aus Faktoren, die ih-
rerseits die Summe von zwei Termen sind. Als Funktion
von (4, ist die Posterior-Dichte in Abb. 3 durchgezogen
dargestellt. Thr Maximum liegt nun im Einklang mit
dem gesunden Menschenverstand im Bereich des mit
Abstand genauesten Datenpunkts. Der FuRk der Vertei-
lung ist breiter geworden und es erscheint ein sekun-
ddres Maximum. Wahrend man die gestrichelte Kurve
angemessen durch Mittelwert und Varianz charakte-
risieren kann und damit auf ihre explizite Darstellung
verzichten konnte, gilt dies ganz offensichtlich nicht fiir
die durchgezogene Kurve. Wenn wir nicht damit leben
wollen, dass die Messungen zum magnetischen Moment
des Protons auch unter dem erweiterten Modell unver-
traglich bleiben, fiihrt an neuen Prazisionsmessungen
kein Weg vorbei, denn eine weitere Komplizierung des
Modells, etwa durch Betrachtung von Mischungen mit
mehr als zwei Komponenten, lédsst die geringe Zahl von
Datenpunkten kaum zu.

Ausreiller, Signal und Untergrund

Das gerade vorgestellte Mischungsmodell hat An-
wendung auf ,Ausreiller“-Situationen im weitesten
Sinne. So ist es zunéchst naheliegend an den Fall zu
denken, dass die Konstante 1, des obigen Beispiels
durch eine Funktion von einer zum Datenpunkt d; ge-
horigen unabhéngigen Variablen E; und einen Satz von
Parametern § ersetzt wird [8]. Fiir Messungen, die aus
nicht erkennbaren Griinden an haufigen ,,Ausreiern
leiden, kann dann ein Mischungsmodell sehr hilfreich
fiir die Schédtzung der Parameter sein. Wir denken da-
bei nicht an die Situation, dass ein Messwert so weit
abseits des Haupttrends liegt, dass er offensichtlich
zu einer Fehlmessung gehort. Gemeint sind vielmehr
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diejenigen Fille, bei denen der Ubergang vom Haupt-
trend zum manifesten ,,Ausreiler mehr oder weniger
flieRend wird. Es soll auch daran erinnert werden, dass
der Maf3stab fiir die Abweichung vom Haupttrend der
Fehler des betrachteten Messpunktes ist. Gegen stark
abweichende Messpunkte mit entsprechend sehr gro-
Bem (unabhéngig bestimmten!) Messfehler ist nichts
einzuwenden. Sie konnen sehr wohl zu den ,,guten
Messungen gehoren. Komplementires gilt fiir wenig ab-
weichende Punkte mit sehr geringem Messfehler. Eine
Anwendung des Mischungsmodells auf diese Situation
findet sich in [6]. Die Bedeutung der Messfehler fiir die
Analyse experimenteller Daten deutet sich hier bereits
an und wird weiter unten noch stiarker untermauert.
Eine weitere bedeutende Anwendung des Mischungs-
modells ergibt sich bei dem haufig auftretenden Pro-
blem der Trennung von Signal und Untergrund. Ein
Beispiel dafiir ist die Elementanalyse mit Hilfe der
durch Teilchenbeschuss erzeugten charakteristischen
Rontgenstrahlung. Die charakteristischen Linien sitzen
immer auf einem Bremsstrahlungsuntergrund. Dieser
ist zwar verhéltnismafig schwach, wenn man von der
Anregung durch Elektronen zur Anregung mit Protonen
oder Heliumionen iibergeht. Trotzdem begrenzt er die
Nachweisempfindlichkeit fiir Spurenelemente und es
kann der Wunsch entstehen, der Nachweisgrenze durch
Trennung von Signal vom Untergrund ndherzukommen.
Dabei muss man voraussetzen, dass wir alle Strukturen,
die langsam mit der Energie variieren, als Untergrund
betrachten. Diese langsam variierenden Signalanteile
werden dann durch geeignete glatte Funktionen model-
liert. Als sehr gut geeignet und hinreichend flexibel ha-
ben sich kubische Splines erwiesen, deren Stiitzstellen
man auf einem im Vergleich zu den Datenpunkten gro-
ben Gitter adaptiv verteilt. Adaptiv bedeutet dabei, dass
man den lokalen Stiitzstellenabstand von der Variation
der anzupassenden Datenregion abhangig macht. Weite
Intervalle also bei schwacher Variation und engere an
steileren Stellen. Die beiden Modelle, die dann in die
Mischung eingehen, sind die Hypothesen ,,der Daten-
punkt enthélt nur Untergrund“ und ,,der Datenpunkt
setzt sich zusammen aus Untergrund und Signal“. Der
Signalanteil wird dann wieder gemdl (4) marginalisiert.
Natiirlich ist die Trennung von Signal und Unter-
grund im strengen Sinne gar nicht moglich. Jeder Da-
tenpunkt enthalt einen Anteil Untergrund und einen
Anteil Signal, wie klein letzterer auch immer sein mag.
Das Problem muss daher streng genommen umformu-
liert werden. Man sollte eigentlich die Wahrschein-
lichkeiten dafiir, dass ein Datenpunkt nur Untergrund
enthdlt, vergleichen mit der Wahrscheinlichkeit, dass
er sich aus Untergrund und Signal zusammensetzt. So
wurden die ROSAT-Daten im linken Teil der Abb. 4 be-
arbeitet. Der Untergrund wurde hier modelliert durch
25 Elemente der exakten Losung des Spline-Problems
in zwei Dimensionen auf unendlichem Definitions-
bereich, angesichts von 1500 Bildpunkten eine kleine
Zahl. Das rechte Teilbild zeigt lediglich diejenigen
Pixel, fiir die die Wahrscheinlichkeit, dass sie Signal
und Untergrund enthalten, groRer ist als die Wahr-
scheinlichkeit, dass sie nur Untergrund enthalten. Diese
Bildanteile werden dann als Rontgenquellen angesehen.
In den ausgedehnten schwarzen Bereichen iiberwiegt
dagegen die Wahrscheinlichkeit fiir ,nur Untergrund“.
Als drittes Beispiel soll die Analyse von Massenspek-
tren dienen, die mit dem weit verbreiteten Quadrupol-
Spektrometer gemessen wurden. Quadrupol-Massen-
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spektrometer werden ja nicht nur in der Forschung,
sondern auch in Vakuumtechnik und Prozesskontrolle
im weitesten Sinne als Monitore eingesetzt. Zu einem
Forschungsinstrument per se werden sie eigentlich erst
im Zusammenhang mit Bayes’scher Datenanalyse. Das
Grundproblem der Interpretation von Spektren aus
Massenspektrometern mit Elektronensto3-Ionisation
ist die Fragmentierung. Sie fiihrt dazu, dass die Spek-
tren verschiedener Spezies sich unter Umstédnden stark
iiberlappen und daher aus den beobachteten Spektren
nicht ohne weiteres die erzeugenden Spezies folgen.
Einen besonders ungiinstigen Fall stellen in dieser Hin-
sicht die Massenspektren von Kohlenwasserstoffen dar.
An ihnen besteht andererseits besonderes Interesse bei
der plasmagestiitzten Deposition von Diamant- und
amorphen wasserstoffhaltigen Kohlenstoffschichten.
Bei Quadrupol-Spektrometern kommt dariiber hinaus

Abb. 4:

Das linke Teilbild zeigt die im ROSAT
All Sky X-Ray Survey gemessene Ront-
genstrahlungsintensitit fiir einen kleinen
Beobachtungsausschnitt. Das rechte Teil-
bild zeigt diejenigen Bereiche, die als

Ergebnis einer Bayes‘schen Analyse bes-
ser durch ein Modell ,,Quelle + Unter-
grund“ als durch ,,Untergrund“ allein
beschrieben werden. (Quelle: ESA)

noch erschwerend hinzu, dass die beobachteten Frag-
mentierungsmuster eines Molekiils empfindlich von den
dem Benutzer zugénglichen Einstellungen abhéngen.
Der Riickgriff auf in der Literatur verfiigbare Fragmen-
tierungsmuster kann daher allenfalls als grobe Leitlinie
angesehen werden und eignet sich keinesfalls fiir eine
quantitative Analyse der Spektren nach der Fuligin-
germethode. Diese setzt daher immer eine vollstdndige
Zahl von Eichmessungen an reinen Gasen voraus und
geht dennoch in sehr vielen Féllen fehl. Das nicht nur,
weil die Fehler bei dieser sukzessiven Subtraktion ku-
mulieren, sondern haufig ist auch die Voraussetzung,
dass mindestens ein Massenkanal in jeder Stufe des Ver-
fahrens nur von einer Spezies herriihrt, nicht gegeben.
Weiter ist keineswegs gewéhrleistet, dass man keine ne-
gativen Werte fiir die Konzentration gewisser Spezies er-
hélt. SchlieRlich ist die stillschweigende Annahme, dass
die Eichmessungen fehlerfrei seien, natiirlich ungerecht-
fertigt, denn sie wurden ja mit demselben Instrument ge-
messen, das die zu analysierenden Spektren produzierte.
Einen Ausweg aus all diesen Schwierigkeiten bie-
tet die Bayes’sche Vorgehensweise. Sie erlaubt die zu
analysierenden Spektren auf gleicher Stufe mit den
Eichmessungen zu behandeln [9] und aulRerdem die
in den existierenden Tabellenwerten enthaltene Infor-
mation iiber die Fragmentierungsmuster mit dem ex-
perimentellen Material zu kombinieren. In diesem Fall
ist man auch weder auf einen vollstdndigen Satz von
Eichmessungen angewiesen, noch muss vorausgesetzt
werden, welche Spezies mit Sicherheit in der Gasprobe
vorhanden sind. Vielmehr ermoglicht Gleichung (6)
ja, verschiedene Zusammensetzungen (= Modelle) zur
Analyse des vorliegenden Datensatzes heranzuziehen
und ihre jeweilige Wahrscheinlichkeit zu berechnen.

Physik Journal
4 (2005) Nr. 8/9 71



Preistriiger

Abb. 5:

Das Massenspek-
trum von Neu-
tralteilchen aus
einer mit Methan
betriebenen,
induktiv angereg-
ten Plasmaquelle
(griin) im Ver-
gleich mit Rech-
nungen nach dem
besten (Modell 6)
und dem schlech-
testen (Modell 1)
aus insgesamt sie-
ben untersuchten
Modellen.

Foro: J. RoHL
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Daraus kann man quantitativ schlieen, wie wichtig die
Vernachlédssigung oder Hinzunahme einer speziellen
Spezies ist. Gleichung (6) begrenzt dariiber hinaus au-
tomatisch die Modellkomplexitdt. Wahrend die Summe
der quadratischen Abweichungen zwischen Daten und
Modellrechnung natiirlich mit zunehmender Modell-
komplexitdt monoton abnimmt, durchlduft die Modell-
wahrscheinlichkeit nach (6) ein Maximum. Die Grolle,
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£
5 10!
100
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die den notwendigen gegenldufigen Effekt enthalt, ist
p(d |I) in (6). Sie fiihrt dazu, dass (6) Ockhams Prinzip
geniigt, nach dem eine Sache auf mdoglichst einfache
Weise die befriedigendste Beschreibung erfahrt. Jenseits
des Maximums von p(M|d,I) wird nur noch Rauschen
angepasst [6, 9].

Ein schon relativ schwieriges Beispiel fiir die
Bayes’sche Zerlegung von Spektren eines Quadrupol-
Instruments zeigt Abb. 5. Die zugrunde liegenden Mes-
sungen stammen vom Neutralgas aus einem induktiv
angeregten Niedertemperaturplasma mit Methan als
Arbeitsgas. Die Eingangsdaten setzten sich zusammen
als Signal und Fehler von 34 Massenkanélen, die fiir
27 verschiedene Plasmaarbeitspunkte gemessen wur-
den. Dazu kamen 11 Eichmessungen fiir die Gase H,,
CH,, C,H,, C,H,, C,H,, C;H,, C;Hg, 1-C,Hg, I-C,Hg,
I-C,H,, und n-C,H,,. Die untersuchten Modelle er-
hielten dariiber hinaus noch die Molekiile C;H,, C,H,
und C,Hg. Fiir alle Molekiile existieren Fragmentie-
rungsmuster in Tabellen, die als Prior-Information
mitbenutzt werden. Resultat der Analyse war zunéchst
die Modellwahrscheinlichkeit. Sie war am hochsten
bei Vernachlédssigung von I-C,Hg und I-C,H;, und am
niedrigsten bei Vernachlassigung von C;H,, C,H, und
C,Hy. Weitere Resultate der Analyse sind die Frag-
mentierungsmuster der involvierten Spezies und deren
Fehler fiir den gesamten Satz von Messungen sowie
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die Gaszusammensetzung fiir jedes einzelne Spektrum.
Der Vergleich von berechneten Spektren nach bestem
und schlechtestem Modell (aus insgesamt sieben) mit
Messdaten eines herausgegriffenen Spektrums in Abb. 5
zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung fiir das beste Mo-
dell. Lediglich in Kanal 57 ergibt sich eine grolRere Ab-
weichung. Sie ist sehr wahrscheinlich darauf zuriickzu-
fiihren, dass die Messung CsH, und C¢H, Kohlenwas-
serstoffe nicht mehr erfasst hat. Fiir Hexan hat ndmlich
das intensivste Fragment-Ion die Massenzahl 57.

Zwei Bemerkungen sollten an dieser Stelle gemacht
werden. Meiner Erfahrung nach ist es sehr schwierig,
just von den Leuten, die ihrerseits junge Studenten im
Anfidngerpraktikum mit der Fehlerrechnung getriezt ha-
ben, Fehlerangaben zu ihren Daten zu bekommen. Man
wird gerne mit ,x %* abgespeist. Fiir die Abb. 5 zu-
grunde liegende likelihood von der Form (8) wiirde ein
konstanter relativer Fehler aber bedeuten, dass jeder
Massenkanal einen identischen Beitrag zur likelihood
liefert. Das wiederum hieRe, die offensichtlich vorhan-
dene Intensitdtsstruktur des Spektrums, die sich iiber
fiinf GroBenordnungen in der Signalstidrke erstreckt,
als Information wegzubiigeln. Das ist ein gutes Beispiel
dafiir, dass bei einer Bayes’schen Analyse die Fehler
genauso wichtig sind wie die Daten, und moge auch als
Warnung davor verstanden werden, Fehlerangaben auf
die leichte Schulter zu nehmen.

Die zweite Bemerkung betrifft den Aufwand, der
in Abb. 5 steckt. Die Zahl der Variablen des Problems
ist 27 x Anzahl der Spezies plus Anzahl der Cracking-
Koeffizienten aller Spezies. Im vorliegenden Fall ergibt
das mehr als 400. Entsprechende Dimension haben
die Integrale (4). Die Rechnungen sind daher durchaus
nicht trivial und zeitaufwindig.

Diese drei Beispiele fiir die Anwendung der
Bayes’schen Theorie miissen hier geniigen. Sollte es
mir gelungen sein, Ihr Interesse zu wecken, so finden
Sie weitere in [6] und [10]. Das Schlusswort méchte
ich dem prominenten Wahrscheinlichkeitstheoretiker
George E. P. Box iiberlassen. Er soll gesagt haben [3]:
,I believe, for instance, that it would be very difficult to
persuade an intelligent physicist that current statistical
practice was sensible, but that there would be much
less difficulty with an approach via likelihood and
Bayes’ theorem.“ Diese Vermutung beschreibt sehr gut
die Erfahrung, die ich selbst in den vergangenen Jahren
gemacht habe.
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