Elektrodynamik

Eine ,,thermodynamische Elektrodynamik*

Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen folgen direkt aus der Lokalitiit,
der Ladungserhaltung und der Thermodynamik.

Mario Liu

Es gibt eine wenig bekannte, thermodynamische
Sichtweise der makroskopischen Maxwell-Theo-
rie. Sie hilft, der mikroskopischen Version der
Theorie eine ebenso zuverlédssige und logisch
konsistente makroskopische gegeniiberzustel-
len.

des Elektromagnetismus ist von einer Stringenz

und Einfachheit, dass einigen von uns beim An-
blick der Gleichungen die gottliche Verordnung: , Es
werde Licht!“ in den Sinn kommt. Der Leumund der
makroskopischen Maxwell-Theorie ist damit nicht ver-
gleichbar. Weit weniger Physiker wéren bereit, in ihr
ein dhnlich tragendes Fundament der Physik zu sehen.
Am Anfang seiner Elektrodynamik-Vorlesung behaup-
tet ein Kollege regelmallig, die zwei zusétzlichen Fel-
der H und D hitten Experimentatoren erfunden - und
dies nur, damit sich Theoretiker drgern -, um fortan
ganz ohne sie auszukommen.

Nun, auch wenn diese These iiberspitzt ist, verbali-
siert sie doch ein verbreitetes Unbehagen. Dem Anfén-
ger — und vermutlich nicht nur ihm - kommt die ma-
kroskopische Maxwell-Theorie dezent diffus, einige
Aspekte gar diskret obskur vor. Wie schliissig sauber
nehmen sich dagegen doch die Mikroversion oder die
Quantenmechanik aus! Die drgerliche Schwammigkeit
verwandelt sich in zeitweise harte Widerspriiche - bei
mir mit Vorliebe in der Nacht vor der Vorlesung, bei
der es doch gilt, die Folgerichtigkeit der theoretischen
Physik vor hellwachen Studenten zu vertreten.

Dem Augenschein nach wohl begriindet ist die
(eigentlich verwandte) These, dass von den vier makros-
kopischen Feldern nur E und B fundamental sind, weil
man sie aus Mittelung mikroskopischer Felder be-
kommt, wiahrend D=E + P und H=B - M zusitzliche
Information iiber die Polarisation P und Magnetisierung
M enthalten. Damit sind sie Teil des Vielkorpersystems
und stellen die viel komplexeren Felder dar. Diese Mei-
nung wiirden viele unterschreiben — obwohl vielleicht
die eine oder andere Implikation als storend empfunden
wird. Zum Beispiel scheint dieser offenbar wichtige
Unterschied kaum Konsequenzen zu haben, und je nach
Orientierung des Feldes zur System-Oberfldche ist ent-
weder E oder D stetig zum dulleren Feld. Tatsdchlich ist
die Ansicht, dass E das gemittelte mikroskopische Feld
ist, nicht unproblematisch und fiihrt bei weitergehenden
Uberlegungen zu Widerspriichen. AuRerdem gibt es gute
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Griinde, wie wir sehen werden, D und B als die eigent-
lich einfachen Felder anzusehen.

Dissipation mag ein weiterer Grund fiir das all-
gemeine Unbehagen sein. Sie ist ein wichtiges Unter-
scheidungsmerkmal zwischen mikro- und makros-
kopischen Theorien: Mikroskopische Bewegungs-
gleichungen sind immer reversibel, sie kennen keine
Dissipation; makroskopische Bewegungsgleichungen
sind immer irreversibel und ohne Dissipation nicht
vollstindig.) Bei der Maxwell-Theorie wird die Dissi-
pation iiblicherweise durch den Imaginérteil der di-
elektrischen Funktion &€ und der Permeabilitdt u be-
schrieben. Das erscheint verbesserungswiirdig, denn
die Aufteilung in Real- und Imaginérteil ist ungeeignet
fiir starke Felder, wenn &, 4 von den Feldern abhéngen,
und D, H nicht mehr proportional zu E, B sind. Es ist
auch nicht klar, weshalb der dissipative Anteil immer
imagindr sein muss.

Wir werden in diesem Artikel die thermodynami-
sche Grundlage der Maxwell-Theorie genauer anschau-
en, und unter anderem feststellen:

» Die Struktur der makroskopischen Maxwell-Glei-
chungen folgt direkt aus Lokalitdt, Ladungserhaltung
und der Thermodynamik; ein Bezug zur Mikroskopie,
der immer subtil ist, muss dabei nicht hergestellt wer-
den.

» Es kommt auf das Verhalten eines Terms unter Zeit-
Inversion an, ob er dissipativ ist. Das gilt auch fiir star-
ke Felder, wenn &, u nicht konstant sind. Unter be-
stimmten Voraussetzungen (z. B. wenn das Medium
rotiert), wird die Dissipation durch reelle Anteile von
¢ und u beschrieben.

Auch ein guter Physikstudent muss nach den Kurs-
vorlesungen den Eindruck haben, dass Elektromagne-
tismus und Thermodynamik, zwei Gebiete der klassi-
schen Physik, nicht viel miteinander zu tun haben.
Zum Beispiel wird der Begriff , Entropie“ in den 700
Seiten von Jacksons Klassiker iiber Elektrodynamik nie
erwihnt. Dabei sind thermodynamische Uberlegungen,
die auf Entropie und Wahrscheinlichkeit beruhen, so
allgemein, dass man eigentlich als selbstverstdndlich
annehmen miisste, dass diese auch fiir die makroskopi-
sche Maxwell-Theorie relevant sind. Dass dies so ist,
sieht man schon an den groen Erfolgen, die London,
Ginzburg und Landau bei der Feldberechnung in und
um Supraleiter erzielt haben.? Tatsichlich sind einfa-
che thermodynamische Uberlegungen ausgesprochen
niitzlich fiir das Verstdandnis der makroskopischen

Physik Journal
1(2002) Nr. 12

Uberblick

1) In der Teilchenphysik
gibt es Gleichungen, die
nur unter CPT-Umkehr
invariant sind. Die ent-
sprechenden Makroglei-
chungen - falls es sie
denn gibt - brechen
dann diese Invarianz.

2) Der Tatsache, dass
Magnetfelder in Supra-
leiter nur ein kleines
Stiickchen eindringen,
wird durch eine zusitzli-
che Feldgleichung Rech-
nung getragen, die von
London (auf Grund von
Einteilchen-Uberlegun-
gen) aufgestellt wurde.
Diese Gleichung haben
Ginzburg und Landau
verallgemeinert und auf
ein allgemeingiiltiges,
thermodynamisches Fun-
dament gestellt.

Prof. Dr. Mario Liu,
Institut fiir Theoreti-
sche Physik, Univer-
sitit Tiibingen, Auf
der Morgenstelle 14,
72076 Tiibingen
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3) Es gelte das einfache
rationale Mafisystem,
von Heaviside und Lo-
rentz ersonnen, bei dem
die sonst allgegenwérti-
gen &), {4y, 1/47 nicht
auftreten. In diesem
System ist die Vakuums-
permeabilitit 1 und alle
Felder haben die gleiche
Einheit, Quadratwurzel
der Energiedichte, also
(J/m*"? in MKS and
(erg/em®)"? in cgs. Man
kann jederzeit z. B. zu
MKSA (EH.,) iibergehen:
H=HNu,, B=BVu,, E=
ENey D =DVey, undg,
D =DVE
= oNey, jo=]Ne
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Elektrodynamik. Es ist bedauerlich, dass diese in Kurs-
vorlesungen nur selten vertreten werden und deshalb
nicht Gemeingut aller Physiker sind.

Nachdem sich das vorliegende Thema um vier Dif-
ferentialgleichungen dreht, liegt es auf der Hand, dass
man im Text mehr Formeln als iiblich sieht. Ich bitte
aber den Leser, sich nicht von ihrem Anblick ab-
schrecken zu lassen. Denn erstens bleibt die Algebra
elementar und wird genau erklédrt, und zweitens
bringt im gegebenen Zusammenhang haufig eine kur-
ze Formel den Sachverhalt schnell auf den Punkt, wo
viele Worte nur Verwirrung stiften. Andererseits hat
der Text durchaus eine gewisse Informationsdichte,
und es ist vermutlich empfehlenswert, dass man nicht
zu schnell griibelnd hidngen bleibt — besser ist es alle-
mal, sich erst einen schnellen Uberblick zu verschaf-
fen, um dann den Artikel ein zweites Mal zu lesen.
(FuBBnoten und Infok&sten enthalten Argumente und
Umformungen, die beim ersten Lesen tibersprungen
werden konnen.)®

Bekannte Argumente hinterfragt

Ubliche Herleitung

Die konzeptionelle Trennung der Maxwell-Gleichun-
gen in eine mikroskopische Version mit zwei Feldern
und eine makroskopische mit vier sowie die Herleitung
der zweiten aus der ersten verdanken wir Lorentz. Die
Herleitung kann man in zwei getrennten Schritten aus-
fiihren, der erste ist ausschlielich mikroskopische Um-
formung, erst der zweite iiberschreitet den Rubikon zur
Makroskopie und Irreversibilitdt. Die mikroskopischen
Maxwell-Gleichungen lauten

V-E= g, V-B =0, (1)
E= cVxB-j, B = —cVXE. )

Wir teilen die Ladungs- und Stromdichte in zwei An-
teile, 0=0, + 0,, j=J; + j, — liblicherweise wird die eine
als frei und die andere als gebunden angenommen, ob-
wohl das formal keine Rolle spielt. Zwei Felder werden
eingefiihrt, um g,, j, zu eliminieren: g,=-V-P und
jo=-(P + cVxM). Das ist nicht eindeutig, aber immer
moglich, wenn g, erhalten ist. (Aus der Definition der
Felder folgt sofort g, + V-j,=0.) Wenn wir zwei weite-
re Felder einfiihren, H=B - M und D=E + P, konnen
wir wiederum P, M eliminieren und haben zudem die
Gleichungen in die ,makroskopische“ Form gebracht:

V-D =g, V-B =0, (3)
D =cVxH-j, B= -cVxE (4)

Die beschriebene Algebra kann man in Ruhe nachvoll-
ziehen, wichtiger ist die Einsicht, dass Gln. (3, 4) kei-
neswegs makroskopisch sind - sie sind identisch mit
den Ausgangsgleichungen, nur komplizierter geschrie-
ben.

Im néchsten Schritt werden die vier Gleichungen
iiber einen kleinen Raumbereich, Korn genannt, Korn
fiir Korn rdumlich gemittelt (englisch: ,coarse-grai-
ned“). Und weil die Gleichungen linear sind, behalten
sie ihre Form bei. Nun konnen wir Gln. (3, 4) auch
makroskopisch interpretieren: E und B sind offen-
sichtlich die gemittelten mikroskopischen Felder; D,
H sind komplizierter und werden dadurch verstanden,
dass man P, M in fithrender Ordnung mit der elektri-
schen und magnetischen Dipolmomentdichte identifi-
ziert. Das fordert viel Information zu Tage, wovon
hier allein interessant ist, dass D, H Funktionen von
E, B sind - paarweise proportional fiir ausreichend
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schwache Felder, mit einer zeitlich nichtlokalen Ab-
héangigkeit (d. h., D, H hdangen auch von E, B ein
Weilchen zuriick ab). Im Fourier-Raum ldsst sich das
sehr einfach ausdriicken: D=¢(w)E, H=B/u(»), wo &,
u Funktionen der Frequenz o sind. Diese zwei ,linea-
ren konstitutiven Relationen* sind sehr wichtig: Sie
legen D, H fest, heben deren erwidhnte Nicht-Eindeu-
tigkeit auf, schliefen das Gleichungssystem, und
fiihren, weil ¢, ¢ als komplex angenommen werden,
Dissipation ein.

Gemittelte Mikroskopie versus Makroskopie

Aus allgemeinen Uberlegungen wissen wir, dass der
Realteil von ¢(w) eine gerade und der Imaginérteil eine
ungerade Funktion von o ist. Beschranken wir uns auf
langsame Vorgénge, sind die Frequenzen klein, und wir
konnen e(w) danach entwickeln. In linearer Ordnung
gilt D= ¢(1 + iwBE)E, wo &, § frequenzunabhéngige
Material-Parameter sind. (Wir konzentrieren uns hier
auf Isolatoren.) Im Zeitraum, mit D, E~e ! schreibt
sich diese konstitutive Relation als

D=¢(E - BEE). (5)

Das ist eine hiibsche, kurze, aussagekréftige Formel:
Zum einen wird die zeitliche Nichtlokalitét (fiir kleine
Frequenzen) auf die Abhingigkeit von Ereduziert, und
zum zweiten sieht man direkt, dass dieser im Fourier-
raum imagindre Term dissipativ ist, weil er offensicht-
lich die gleiche Rolle spielt wie der zu & proportionale
Geschwindigkeitsterm in der Pendelgleichung, in der
der Kraftterm proportional zux ist. Man kann sich
leicht iiberlegen, dass thermodynamische Stabilitét
&> 0 verlangt, und g positiv sein muss, damit elektro-
magnetische Wellen geddmpft (und nicht verstérkt)
werden.

Die Maxwell-Gleichungen (1, 2) sind zeitumkehr-
invariant. Fiir sie gilt, dass falls E(¢), B(f) eine Losung
ist, auch E(-t), —-B(-t) eine ist. Diese Symmetrie zeigt,
E ist (wie @) gerade unter Zeitumkehr, wahrend B
(wie j) ungerade ist. An dieser Eigenschaft dndert eine
Mittelung nichts, denn von einem rdaumlich schnell
variierenden E-Feld bleibt nach einer Mittelung die
Enveloppe, die aber die gleiche Zeitumkehr-Paritdt wie
das urspriingliche Feld besitzt. Also ist E auch makro-
skopisch gerade. Da man in Gl. (5) den geraden Term
E mit dem ungeraden E mischt, zerstort diese konstitu-
tive Relation die Reversibilitdt der makroskopischen
Maxwell-Gleichungen und beschreibt Dissipation.

Soweit ist es nicht mehr als eine Auffrischung des-
sen, was jeder Physiker weil3, oder zur Diplom-Priifung
genauer wusste. Der Punkt ist aber, dass Gl. (5) nicht
richtig sein kann. Diese Formel beinhaltet fiir die An-
fangsbedingungen D, E= konst. die vollkommen un-
physikalische, explodierende Losung E(t) ~exp(t/BE€)
exp(t/7) und D(¢) = konst. Da ist es gut, dass die kons-
titutive Relation zulésst, invertiert gelesen zu werden,
E=D/¢(w). Bis zur linearen Ordnung gilt dann E =
(1/8-iwB)D, im Zeitraum heilt es nun

E=D/g+ gD. (6)

Jetzt hingt E von D, D ab. Und es gibt zwar noch eine
Losung D ~exp(-t/7), aber diese relaxiert gegen Null
und ist gutmiitig. Die obige Frequenz-Entwicklung be-
schrankt die Giiltigkeit von Gln. (5, 6) auf kleine Fre-
quenzen. Auf dieser Skala verschwindet eine relaxie-
rende, aber nicht eine explodierende Mode. Nur GI.
(6) kann richtig sein. Wegen einer vollkommen analo-



gen Instabilitdt, H~e"”#* lautet die magnetische konsti-
tutive Relation

H=B/ji+ aB. (7)

Gl. (6) zeigt aber, dass D die einfache und E die zu-
sammengesetzte GroRe ist. Sie suggeriert ein gerades D
und ein nicht-eindeutiges E unter Zeitumkehr. In der
Tat kann man D als gerade annehmen, denn die identi-
schen Umformungen und anschlieBende Mittelung, die
zu D, H gefiihrt haben, verdndern keine Symmetrie. Al-
so ist D (wie g,) gerade und H (wie j,) ungerade. Nun
gibt es ein schlimmes Problem: Wenn sowohl D als
auch E gerade sind, und H, B ungerade, miissen a, 8 in
Gln. (6, 7) verschwinden - und mit ihnen eine Kern-
Ingredienz der Makroskopie, die Irreversibilitdt. Wir
folgern, dass irreversible konstitutive Relationen nicht
kompatibel sind mit der obigen Herleitung, die im we-
sentlichen aus einer Mittelung besteht.¥ Andererseits
steht, durch unzahlige Experimente verifiziert, auller
Zweifel, dass sowohl die konstitutiven Relationen als
auch die Maxwell-Gleichungen richtig sind. Es ist nur
die Herleitung, die neu durchdacht werden muss -
ebenso die Folgerung, dass E immer das einfache, ge-
mittelte mikroskopische Feld sei und D die ganze
Komplexitédt des Vielteilchensystems in sich birge.

Die rdumliche Mittelung konnte im Prinzip durch
eine statistische ersetzt werden, aber das ist nicht mo-
dellunabhéngig méglich und bei starker wechselwir-
kenden Systemen zumindest technisch aufwéndig. Da
ist der thermodynamische Zugang hilfreich, den wir
nun nédher betrachten werden. Er agiert ausschlieBlich
auf der makroskopischen Ebene und leitet die entspre-
chenden Bewegungsgleichungen (einschlieBlich der
Maxwell-Theorie) auf Grund von allgemeinen Prinzipi-
en her, ohne je von den mikroskopischen auszugehen.
Das ist eine effiziente Vorgehensweise, weil sich die
Makrodynamik im Allgemeinen deutlich von der Mi-
krodynamik unterscheidet: Der Energie-Transfer kann
durch klassische, quantenmechanische, geladene oder
griine Marsteilchen bewerkstelligt werden, die Tempe-
ratur gehorcht immer der Diffusionsgleichung (solange
keine spontan gebrochene Phasen-Symmetrien vor-
liegt). Die Maxwell-Gleichungen, bei denen sich Ma-
kro- und Mikroversionen dhneln, bilden da eine der
wenigen Ausnahmen. Das liegt daran, dass die gemein-
same Struktur (wie wir sehen werden) durch Lokalitét,
Erhaltungssdtze und Lorentz-Invarianz festgelegt ist; es
ist kein Hinweis dafiir, dass die einen die rdumliche
Mittelung der anderen seien.

Bei dem thermodynamischen Zugang spielt die
Entropie eine wichtige Rolle. Die statischen Maxwell-
Gleichungen folgen aus der Maximierung der Entropie
im Gleichgewicht. AuRBerhalb dieses folgen dann aus
der Betrachtung der Entropie-Produktion die nichtli-
nearen, irreversiblen Maxwell-Gleichungen, die auch
fiir bewegte Medien giiltig sind (wofiir GIn. (6, 7) den
linearisierten Spezialfall fiir ruhende Medien darstel-
len). Dabei ist bemerkenswert, dass die Feldvariablen
ausdriicklich D, B sind: Gln. (3) sind Zwangsbedingun-
gen fiir D, B und GlIn.(4) ihre Bewegungsgleichungen -
wobei Gln. (6, 7) die ,,Strome“ E, H spezifizieren; auch
die thermodynamische Energie hat bekanntlich D, B
als Variable.

Bewegtes Medium
Gln. (6, 7) gelten wie gesagt nur fiir Systeme in Ru-
he. Sie lassen sich aber auf rotierende Medien verallge-

meinern, wenn wir dem im Folgenden dargelegten, in
seiner Essenz bereits thermodynamischen Gedanken-
gang folgen. Im Ruhesystem ist die Dissipation propor-

tional zu B, weil B =0 Gleichgewicht bedeutet, und B =

0 ein MaR fiir die Entfernung vom Gleichgewicht dar-
stellt. In einem rotierenden System ist Gleichgewicht,

wenn Feld und Medium® gemeinsam rotieren, B- Q xB

=0 (wo 2 die Rotationsgeschwindigkeit ist). Die Dissi-
pation ist wieder durch die Entfernung vom Gleichge-
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wicht gegeben, die proportional zu (B - Q x B) ist, also
muss Bin Gl. (7) durch B- Q x B ersetzt werden,

H=B/ji+ a(B - QxB). (8)

(Wir nehmen E=0 an und vernachldssigen relativisti-
sche Effekte.) Der dritte, offensichtlich reelle Term be-
schreibt fiir ein statisches Feld (B = 0) die gesamte, im
System produzierte Dissipation. Man bemerke, dass
der erste Term auf der rechten Seite (~B) ungerade ist,
und der dritte Term als Produkt von zwei ungeraden
Termen gerade und dissipativ ist - genau so wie der
Term proportional zu B. Obwohl Gl. (8) allgemein gilt,
ist sie in Ferrofluiden (kolloidale Suspensionen von
ferromagnetischen Teilchen), mit =~ 10"*s, besonders
wichtig. Denn fiir natiirlich vorkommende paramagne-
tische Fliissigkeiten ist @ meist kleiner als 10705, mit
der Folge, dass dissipative Effekte vernachldssigbar
klein sind.

Betrachten wir einen sich mit Q drehenden und mit
einem Ferrofluid gefiillten Behilter, der einem stati-
schen, senkrecht zu Q stehenden Magnetfeld ausgesetzt
wird (siehe Abb. 1). Fiir 2 =0 sind die magnetischen
Momente der Teilchen in Richtung des Feldes orien-
tiert. Fiir Q #0 werden die Teilchen - und mit ihnen die
magnetischen Momente — durch Q aus der Feldrich-
tung gedreht, versuchen aber, in Feldrichtung zu rela-
xieren [1]. Halten sich beide ,Krifte“ die Waage, stellt
sich ein stationérer, dissipierender Zustand ein, der
durch GI. (8) mit B = 0 beschrieben wird. Dieses Expe-
riment wird zurzeit in Saarbriicken von Embs, Kityk,
Knorr, Liicke und Miiller durchgefiihrt. Die gemessene
Feldverteilung kann auch berechnet werden: Man neh-
me GI. (8) im Ferrofluid, H= B im AuBenraum, und
verbinde die Felder durch die iiblichen Anschlussbe-
dingungen. Ein Vergleich beider Ergebnisse kann dann
Gl. (8) bestétigen - oder (nun ja) falsifizieren.
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Abb. 1:

Durch die Rotati-
on eines Mediums
mit 2 weicht die
Magnetisierung
von seinem Gleich-
gewichtswert MY
ab. Diese fiihren
zu einem reellen
Term in der konsti-
tutiven Relation
(®)=B/H, der
aber Dissipation
beschreibt.

4) Tatséchlich macht die
Linearitédt der Maxwell
Gleichungen nur deut-
lich, was immer richtig
ist: Eine Mittelung mi-
kroskopischer Gleichun-
gen liefert ,grobkérnige“
Felder und lasst die Re-
versibilitdt unangetastet.
Durch die Mittelung ver-
liert man zwar Informa-
tion, aber wenn die un-
terlegte mikroskopische,
reversible Dynamik
streng giiltig ist, miissen
bei Zeitumkehr die alten
Verhiltnisse wieder her-
gestellt werden.

5) Man denke sich eine
supraleitende Spule, die
magnetisierbares Materi-
al umhiillt. Das ganze
rotiert ad infinitum und
mit konstantem Drehim-
puls weit weg von allem
im All - falls Abstrah-
lung (reaktiver Vorgang,
noch keine Dissipation)
verhindert wird.
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Thermodynamische Sichtweise

Lokalitdit

Wunder wirken aus der Ferne, Physik geschieht im-
mer vor Ort. Unser Verstdndnis davon, was die Welt im
Innersten zusammenhadlt, hat viel mit Lokalitdt zu tun.
Und sie scheint nicht nur in der Physik relevant zu
sein: Marktwirtschaft und Evolution bedienen sich lo-
kalen Spielregeln zwischen Individuen (wie Kaufver-
trag oder Selektionsvorteil), um gesellschaftliche oder
biologische Muster zu erzeugen. Planwirtschaft oder
die Schopfungsgeschichte hdangen hingegen von Fern-
wirkungen ab [2]. Im Kern der Maxwell-Gleichungen
steckt ebenfalls Lokalitdt. Um diese Behauptung zu
verstehen, muss man sich zuerst vergegenwértigen,
dass die makroskopischen Maxwell-Gleichungen einen
Teil der hydrodynamischen Theorie geladener Systeme
darstellen. Und die eigentliche Frage, die hier zu be-
antworten gilt, ist eben, wie man diese Theorie auf-
stellt. Die unabhéngigen Variablen der Hydrodynamik
neutraler Systeme (wie z. B. Wasser) sind drei Dichten
- die von Entropie und den lokal erhaltenen Grof3en
Masse und Impuls. Bei einer Verallgemeinerung auf ge-
ladene Systeme erscheint es naheliegend, die erhaltene
makroskopische Ladungsdichte g, als eine zusétzliche
Variable zu beriicksichtigen. Aber genau das wiirde ge-
gen die Lokalitédt verstoBen — deshalb fiihrt man Felder
ein. Die Erkldarung, warum dies so ist, gilt mikro- wie
makroskopisch. Betrachten wir zunéchst den einfache-
ren, mikroskopischen Fall.

Nehmen wir die Ladungsdichte g als Variable,
schreibt sich die Verédnderung der Feldenergiedichte als
@dg. Nun hiangt das Coulomb-Potential @ nicht nur
vom lokalen g ab, sondern von g iiberall im System.
Also ist @dg keine lokalisierbare Energiedichte und @
keine Variable einer lokalen Theorie. (Obwohl die La-
grange-Dichte die angemessene GroRe wire, sprechen
wir hier wegen der Analogie zur Makroskopie von der
Energiedichte.) Betrachten wir statt dessen E als Varia-
ble, ist die Ladungsdichte iiber V- E=p gegeben, und es
gibt keine Frage, dass die mit jedem Raumpunkt asso-
ziierte Energiedichte E?/2, und deren Verdnderung
EdE ist. (Die Préferenz fiir eine der zwei Energiedich-
ten steht nicht im Widerspruch dazu, dass die Integrale
identische Energien liefern.) Mit g als Variable gilt die
Coulomb-Kraft, die instantan und aus der Ferne wirkt;
mit E als Variable gilt die Lorentz-Kraft, die lokal ist.
Aulffillig ist, dass E fiir ein fest vorgegebenes g noch
teilweise frei ist. Nur so kann E gemil seiner Bewe-
gungsgleichung in Form eines Wellenzuges an einen
entfernten Punkt gelangen und vor Ort Ladungen ver-
riicken - Physik lokal zu beschreiben erkauft man sich
offensichtlich mit einer hoheren Anzahl von Variablen.

Wird das B-Feld eingefiihrt, ist auch die lokale Er-
haltung von Energie und Impuls gewé#hrleistet. Im Va-
kuum gehorcht die Energiedichte (E2 + B?)/2 der Kon-
tinuitdtsgleichung, mit dem Poynting-Vektor cE x B als
Stromdichte — welche als Feld-Impulsdichte ebenfalls
lokal erhalten ist. Befindet sich ein Elektron im Feld,
sind Feldenergie und -impuls nicht mehr erhalten,
wohl aber Gesamtenergie und -impuls von Feld und
Elektron - und die Lorentz-Kraft driickt nur den Ener-
gie- und Impulsaustausch zwischen ihnen aus. Mit o
wire es nicht moglich gewesen, die Kontinuitétsglei-
chung fiir Energie und Impuls aufrechtzuerhalten. Ein
lokales Verstdandnis durch seine Gleichungen ermog-
licht zu haben, darin kann man durchaus den Genius
von Maxwell sehen.
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Makroskopisch behélt dieses Verstandnis nicht nur
seine Giiltigkeit, es ist sogar essenziell. Die Wechsel-
wirkung zwischen Feldern und Materie bewirkt, dass
ihre Anteile an Energie und Impuls gar nicht auseinan-
derzuhalten sind, und die komplette Theorie von Feld
und Materie - die Hydrodynamik geladener Systeme —
auf einmal aufgestellt werden muss. Wenn wir aber
wie bei neutralen Fliissigkeiten weiter davon ausgehen
konnen, dass Gesamtenergie und -impuls Kontinuitats-
Gleichungen erfiillen, konnen wir die Theorie — mithil-
fe einiger Zusatziiberlegungen zu den Feldern - nach
wie vor eindeutig und stringent herleiten.

Wir fangen mit g, an, einer fiir sich erhaltenen, ma-
kroskopisch langsam variierenden Ladungsdichte, und
definieren iiber V- D=, ein von vornherein makrosko-
pisches Feld D. Die Beziehung zwischen D und g, ist
die gleiche wie bei der mikroskopischen Theorie zwi-
schen E und @: Mit D als Variable ldsst sich eine lokale
Theorie konstruieren. D hat die gleiche Zeitumkehrpa-
ritdt wie g, ist gerade. Drei weitere Variablen, nun un-
gerade, werden noch iiber die Bedingung V-B=0 ein-
gefiihrt. Die Eindeutigkeit der Felder ist gegeben, wenn
wir auch deren Bewegungsgleichungen kennen. Fiir die
Herleitung postulieren wir (wie stets in der Thermody-
namik) die Existenz einer erhaltenen Gesamt-Energie,
deren Dichte u sei. Da die konkrete Form von u nicht
spezifiziert werden braucht, werden die Bewegungs-
gleichungen in den Variablen, in u und in den Ablei-
tungen von u nach diesen Variablen ausgedriickt.
Deshalb ist das Ergebnis allgemein und weitgehend un-
abhéngig von Material-Eigenschaften. Die Bewegungs-
gleichungen werden nun in zwei Schritten hergeleitet:
Im ersten beschréanken wir uns auf das Gleichgewicht,
im zweiten lassen wir zeitliche Variationen zu.

Gleichgewicht

Nehmen wir zundchst ein unbewegtes System ohne
Dichteverdnderungen an. Dann ist u eine Funktion von
D, B und der Entropiedichte s,

du=Tds + E*¢-dD + H®-dB. 9)

Die Gleichgewichts-Felder E*=0u/dD und H*?=0u/dB
werden analog der Temperatur T=0du/ds eingefiihrt und
sind wie T reelle Funktionen von D, B, s. Im Gleichge-
wicht ist die Entropie [s d°r maximal. Also verschwin-
det ihre Variation beziiglich D,B und u, wobei Energie-
erhaltung [u d°r= konst. und Gln. (3) als Zwangsbe-
dingungen beriicksichtigt werden miissen. Das bedeutet

VI=0,VxE®Y =0, VxHI=0, (10)

oder Giiltigkeit der statischen Maxwell-Gleichungen

Herleitung durch Variationsrechnung
Die Variation beziiglich D ergibt

[d3r [E®9-6D-®(r)6(V - D-g1)] =0,

wo @(r) der Lagrange-Parameter ist, und ég; =0. Nach par-
tieller Integration des zweiten Terms haben wir (mit im Un-
endlichen verschwindenden Feldern)

[d®r(E*94+V®) - 6D=0.

Da 6D beliebig ist, gilt E°Y=-V®, oder eben Vx E®1=0. Die
Variation von B lauft analog. (Wenn das System eine endli-
che Leitfahigkeit hat, kann die Dichte variieren, 6g; %0,
aber nicht die Gesamtladung,

6f0, d°r=0. Die Entropie kann dann weiter wachsen und
wird maximal fiir E°9=0.)



(siehe Infokasten , Herleitung durch Variationsrech-
nung®). Da nun diese Gleichungen feststehen, sind die
vier thermodynamisch eingefiihrten Felder D, B, E 9,
H*4 wie {iblich je nach Orientierung im angrenzenden
Vakuum messbar und daher physikalisch reell. Dieses
groRartige Resultat schlummert®, durch eine nichtssa-
gende Uberschrift halb versteckt, im § 18 des Buches
von Landau und Lifshitz [3]. Es ist ein glasklarer
Beweis dafiir, dass Elektro- und Magnetostatik Unter-
gebiete der Thermodynamik sind.

Will man das Ergebnis auf ein lineares Medium ein-
schranken, muss man u nach den Feldern entwickeln,
u=uy+ (D*&+ B*{1)/2. (u - u, ist positiv definit, also
verschwinden lineare Terme.) Daraus folgt E®i=0u/0D
=D/g, H9=B/ji.

Man kann auch die Betrachtung auf ein bewegtes
Medium verallgemeinern. Dazu muss man die erhaltene
Gesamtimpulsdichte g; als zusétzliche Variable in Gl. (9)
beriicksichtigen: du =...+v;dg; mit den zwei folgenden
Ergebnissen:

» Eine zusitzliche Gleichgewichtsbedingung, v;;=V0; +
Vio; =0, besagt, dass Bewegung im Gleichgewicht nur
aus einer Festkorperrotation und einer gleichmaligen
Translation bestehen darf.

» Gln. (10) bleibt giiltig, falls die Felder E4, H®? durch
die vom lokalen Ruhesystem E§9, H§9 ersetzt werden.
Die weiter unten (nach Gl. (12)) gemachte Rechnung
zeigt, VX E{l, Vx H§% = 0 bedeuten, dass Feld und Medi-
um im Gleichgewicht gemeinsam rotieren miissen - wie
wir das zur Herleitung von GI. (8) bereits angenommen
haben.

Es soll nicht verwundern, dass Vx Hf9 = V x
(H® - vxD/c) verschwindet, und nicht gleich j,/c ist,
denn der typische Strom ist Ohmsch und damit kein
Gleichgewichtsphdnomen. Zwei Moglichkeiten gibt es
dennoch, einen endlichen Strom zu erhalten: Zum ei-
nen gilt im Laborsystem (fiir Ladungsverteilungen, bei
denen D = 0 ist) doch Vx H® =g,2/c; zum anderen
konnen Supraleiter auch im Ruhesystem Gleichge-
wichtsstrome tragen. Um diesen Fall zu betrachten,
muss man allerdings Gl. (9) um die entsprechenden
Variablen erweitern.

Mithilfe dieser ,supraleitenden Thermodynamik*
kann man das altbekannte, mikroskopisch schwierige
Problem des London-Moments betrachten. Dreht sich
ein Supraleiter mit Q, verdndert sich seine definierende
Eigenschaft, Magnetfelder aus dem Inneren zu ver-
dringen dahin, dass nunmehr spontan ein Feld auf-
gebaut wird, das London-Moment. Dabei ist das Ver-
héltnis von Feld und Rotation, zwei makroskopischen
Groflen, durch Naturkonstanten gegeben: B/Q =
2m/ec, wo m die Masse des Elektrons und e seine La-
dung ist. In wenigen Schritten ldsst sich sauber nach-
vollziehen, warum m die ,nackte“ Masse sein muss. Ei-
ne leichte Verfeinerung dieser Betrachtung zeigt dann,
dass relativistische Korrekturen, iiber die in der Litera-
tur lang und kontrovers diskutiert wurde, vollkommen
vernachlédssigt werden konnen [4].

Lokales Gleichgewicht

Wenn die Felder mit der Zeit variieren, brauchen
wir Bewegungsgleichungen fiir D und B. Bemerkens-
werterweise wird deren Struktur durch Gl. (3) und
Ladungserhaltung, ¢, = -V-j,, eindeutig festgelegt. Da
V-B =0, konnen wir B als Rotation eines Feldes —cE
schreiben, B = -cV xE. Analog gilt V-D =@ =-V-j,,
also ldsst sich das Feld D+ j; ebenfalls als Rotation
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schreiben, D + j, = cVx H. Von den neu eingefiihrten
Felder E, H wissen wir vorerst nur, dass sie im Gleich-
gewicht (d. h. fiir B, D, j, =0) gleich E®I, H®I sind. Also
schreiben wir, ohne Einschriankung der Allgemeinheit,
E=E® + EP, H= H* + HP, mit der Vorgabe, dass EP,
HP im Gleichgewicht verschwinden.

Die Ausdriicke fiir die dissipativen Felder EP, HP
lassen sich im Zuge der Herleitung der Hydrodynamik
geladener Systeme bestimmen. Dabei gehen Erhal-
tungssitze, Thermodynamik (also GI. (9), die Korn fiir
Korn giiltig bleibt) und die Kraft-Fluss-Relation von
Onsager ein. Obwohl die einzelnen Schritte einfach
sind und in einer Kursvorlesung kaum aufféllig wéren,
wiirde deren Prédsentation hier den vorgegebenen Rah-
men sprengen.”) Die Ergebnisse beziiglich der Maxwell-
Gleichungen sind jedoch schnell dargestellt und leicht
zu verstehen. EP, HP sind (fiir Nichtleiter) Linearkom-
binationen der GréBen: Vx Egi, Vx Hyd, VT, v;;, und
verschwinden mit ihnen im Gleichgewicht. Falls die
Felder ausreichend schwach sind und die Temperatur
homogen, haben wir EP=gcV x H9, H® = —acV x E4. In
Gl.(4) eingesetzt, fiihrt das auf

D = ¢V x(H - acV x EY) 1)

—B=cVx(E“+ BcVx HY). (12)
Diese sind die nichtlinearen, irreversiblen und makros-
kopisch hergeleiteten Maxwell-Gleichungen. Man be-
achte insbesondere, dass die dissipativen Felder HP,
EP jeweils das andere Zeitumkehr-Verhalten haben als
D,B.

Fiir den linearen, magnetischen Fall haben wir
H*9=B/ji+ O(v/c); in gleicher Ordnung gilt fiir §=0,
v=Qxrund ein uniformes B-Feld: ~acVx E{i=
—acVx(E+ vxB/c) = a(B- Q xB). Zusammen ergibt
das GI. (8).

Die Rechnung liefert auch Einsichten in Energie-
und Impulserhaltung: Fiir den einfachen Fall (eines
festgenagelten Labortisches) =0 gibt es keine Impuls-
erhaltung, und der Energiestrom ist: cEx H - xVT, also
durch den Poynting-Vektor und den diffusiven Warme-
strom gegeben. Fiir den allgemeinen Fall v# 0 erhélt
man (nebst Korrekturen proportional zu v fiir den En-
ergiestrom) auch einen Ausdruck fiir den Impulsstrom

[5].

6) Der Vorbehalt, die
Rechnung sei nicht ein-
wandfrei, weil mit un-
physikalischen Feldver-
teilungen variiert wurde,
ist nicht nachvollziehbar.
Denn Vx E“~B, V x
H®~ D sind generisch
endlich, sie verschwin-
den nur im Gleichge-
wicht, wenn die Entropie
maximal ist.

7) Die ausfiihrliche
Rechnung ist unter
www.physik-journal.de
zu finden oder kann vom
Autor angefordert wer-
den (mliu@uni-tuebin-
gen.de).

Hoherfrequenter Bereich

Die Maxwell-Gleichungen (11, 12) sind eine hydro-
dynamische Theorie und daher wie tiblich nur fiir o7y,
oty <1 giiltig (wo o eine typische Frequenz ist und 7y,
7, die Zeiten sind, nach denen die Polarisation P und
die Magnetisierung M ins Gleichgewicht gelangen.) Wir
konnen diese Einschriankung {iberwinden, wenn wir P,
M als zusitzliche Variablen einfiihren. Mit &hnlichen
Uberlegungen wie den obigen ist es méglich, nichtline-
ar giiltige Bewegungsgleichungen fiir sie herzuleiten,
die gewohnlich von zweiter Ordnung in der Zeit fiir P
[6] und von erster fiir M [1] sind. Damit kann man z.
B. optische Probleme in dissipativen und chiralen Sub-
stanzen betrachten; oder wie oben erwihnt, Ferroflui-
de beschreiben. Eine iiberraschende Vorhersage betrifft
seitwérts oszillierende Winde, die in Ferrofluiden hor-
baren Schall erzeugen [7].
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Zusammenfassung

Das war ein ldngerer Aufstieg - was kann man
bergab Merkbares und Bemerkenswertes nach Hause
tragen? Nun: Der thermodynamische Zugang zur
Maxwell-Theorie fangt mit der Forderung nach einer
lokalen Beschreibung an. Die fiihrt zu D, B als Varia-
blen, welche V-D=p,, V- B=0 erfiillen. Aus der La-
dungserhaltung kann man dann leicht die Bewegungs-
gleichungen D = ¢V x H - j, und B = —cV xE herleiten,
mit vorerst unbekannten Feldern H, E. Wegen Maxi-
mierung der Entropie und mit u als einer unspezifizier-
ten Energiedichte folgt dann im Gleichgewicht, dass E
= 0u/0D =E® und H = du/0B = H®® sind. AuRerhalb
des Gleichgewichtes gibt es Dissipation, dann gelten
die allgemeineren Beziehungen Gln. (11, 12).
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