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Von der Laserschwelle
zum Quantenphaseniibergang

Photonen und Atome als Quantengase im FlieBgleichgewicht

Robert Graham

Licht ist normalerweise ein thermisches Quantengas
von Photonen, das jedoch in Lasern in einer weiteren
Quantenphase auftreten kann, namlich als Bose-
Einstein-Kondensat von Photonen fester Frequenz im
FlieBgleichgewicht. Der enge Zusammenhang zwi-
schen Extremalprinzipien und Fluktuationen lasst sich
von thermodynamischen Gleichgewichten auf solche
FlieBgleichgewichte verallgemeinern. Die modernen
Bose-Einstein-Kondensate in Atomfallen und jlingst
realisierte Ein- und Auskopplungsmechanismen er-
lauben nun den analogen Schritt: vom thermischen
Gleichgewicht ultrakalter Atome zum FlieBgleich-
gewicht des Atomlasers.

chon Newton fiihlte sich auf den Schultern von

Riesen sitzend, bei seinem ersten gewaltigen

Schritt in die Physik hinein. Im heutigen weitaus
reiferen Zustand unserer Wissenschaft ist dieses Ge-
fithl noch angebrachter. So mochte ich fiinf ,,meiner®
Riesen nennen beim Beginn meiner Beschéftigung mit
dem hier behandelten Themenkreis.

Fiir die Physik des 20. Jahrhunderts sind die iiber-
ragenden Giganten natiirlich Max Planck und Albert
Einstein. Unser Verstindnis von normalem Licht, z. B.
aus einer Glithlampe, wurde nicht nur von James Clerk
Maxwell und Heinrich Hertz gelegt als Uberlagerung
elektromagnetischer Wellen, sondern eben auch, dazu
dual, von Planck und Einstein als Gas von Teilchen,
mit Einsteins Photonen mit Impuls p=E/c fiir Teilchen
der Ruhemasse 0 und Plancks Energie E = hw.

Das letzte Ingredienz, um die Beschreibung von
Licht zu vervollstindigen, wurde 1923 von Satyen-
dranath Bose gefunden und von Einstein in seiner
Wichtigkeit sofort erkannt und fiir Materieteilchen
verallgemeinert: Photonen sind ununterscheidbar, alle
Quantenzustande sind symmetrisch bei Vertauschung
von zwei Photonen. Diese sind damit Bosonen (im Ge-
gensatz zu ebenfalls ununterscheidbaren Fermionen,
deren Quantenzustdnde antisymmetrisch bei Teilchen-
austausch sind). Bose zeigte, dass diese Eigenschaft
notwendig ist, um das Plancksche Strahlungsgesetz fiir
schwarze Korper statistisch herzuleiten. Fortan war
Licht einfach ein ideales Quantengas von Photonen.
Das dazu quantenmechanisch dquivalente und fiir
Interferenzexperimente relevante duale Wellenbild
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beschreibt das Licht als Uberlagerung von Wellen-
paketen, deren mittlere Ausdehnung, Korrelations-
lange und Wellenldnge alle von der Gréflenordnung
he/T sind.

Das in der Natur vorkommende Licht ist fast aus-
schlief3lich von dieser Art. Doch seit der Realisierung
des ersten Lasers durch Theodore Maiman im Jahr
1960 kennen wir Lichtquellen, die qualitativ ganzlich
anders sind. Sie liefern kohirente Uberlagerungen von
Wellenpaketen, die dem Idealbild einer klassischen
elektromagnetischen Welle so nahe kommen wie kein
natiirlich entstehendes Licht. Die ersten theoretischen
Beschreibungen des Lasers gingen daher auch von der
klassischen Maxwellschen Beschreibung des Lichts
aus. Dennoch ist der Teilchen-Welle-Dualismus auch
fir das Laserlicht von entscheidender Bedeutung, wie
Hermann Haken 1964 zuerst zeigte, dicht gefolgt von
parallelen Arbeiten in den USA. Als Diplomand und

® Der Unterschied zwischen Laserlicht und gewdhn-
lichem Licht Idsst sich im Rahmen einer spontanen
Symmetriebrechung erklaren.

® Um Phaseniibergédnge zwischen FlieBgleichgewichten,
wie sie fur einen Laser charakteristisch sind, zu be-
schreiben, muss man die Thermodynamik verallgemei-
nern.

m FEine erweiterte Gross-Pitaevskii-Gleichung erlaubt
es, Eigenschaften eines Atomlasers wie die minimale
Linienbreite zu berechnen.
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aus [5]

Doktorand war ich Mitglied in Hakens international
als ,,Stuttgart school bekannter Gruppe, die sich in-
tensiv mit der mikroskopischen quantenmechanischen
Theorie des Lasers beschiftigte [1].

Spontane Symmetriebrechung an der Laserschwelle

Wihrend meiner Promotion [2] setzte sich in der Phy-
sik immer mehr die Idee der spontanen Symmetrieb-
rechung durch, z.B. in der Hochenergiephysik bei der
spontan gebrochenen chiralen Symmetrie, und in der
Landauschen Theorie der Phaseniibergange 2. Ord-
nung. So lag es im Zug der Zeit, dass ich die Ursachen
fiir die qualitativen Unterschiede von Laserlicht zu
gewohnlichem Licht in einer spontanen Symmetrie-
brechung suchte. Ein einfaches sehr anschauliches Bei-
spiel fiir eine solche Symmetriebrechung ist das Auf-
treten von Ferromagnetismus, wenn Eisen unter seine
Curie-Temperatur abkiihlt. Innerhalb der Weissschen
Dominen richten sich die Spins der ungepaarten Elek-
tronen in den nicht vollstindig besetzten Schalen der
Eisenatome spontan in eine beliebige Vorzugsrichtung
aus und brechen damit die Rotationssymmetrie ihres
Hamilton-Operators ohne duflere Einwirkung. Bei der
Beschreibung eines Lasers ist eine dhnliche spontane
Selbstorganisation erkennbar, z. B. im Wellenbild bei
der phasengerechten induzierten Emission des Lichts
durch die angeregten Atome, gestartet durch ein zu-
fallig und spontan emittiertes erstes Wellenpaket. Im
Teilchenbild des gleichen Vorgangs handelt es sich um
die spontane Ansammlung von vielen Photonen im
gleichen Zustand, die vergleichbar ist zu deren Bose-
Einstein-Kondensation.

Das Phidnomen der Bose-Einstein-Kondensation
hat Einstein bekanntlich schon 1923 vorhergesagt als
Phaseniibergang in einem Bose-Gas im thermodyna-
mischen Gleichgewicht bei hinreichend tiefer Tempe-
ratur, selbst fiir den Fall der vollstandigen Abwesenheit
von Wechselwirkung zwischen den Bosonen, allein
bedingt durch deren Austauschsymmetrie. Allerdings

spektrale Leistung in willk. Einh.
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Abb.1 Spektrum eines einmodigen He-Ne-Lasers (A = 3,39 um)
im Grenzfall schwach reflektierender Spiegel (Reflektivitat nur
8 %). Der Laser hat hier eine Ausgangsleistung von 280 pW. Die
kohéarente Linie in der Mitte charakterisiert die Lasermode, das
Kondensat, und wiirde sich in den gewahlten Einheiten der
Abbildung bis zur Hohe von 9000 erstrecken.
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galt diese Vorhersage Einsteins gerade nicht fiir masse-
lose Photonen, also Licht, sondern setzte ausdriicklich
seine zuvor gegebene Verallgemeinerung von Boses
Idee fiir massive Teilchen voraus, fiir die (jedenfalls
nichtrelativistisch) ein Teilchenzahlerhaltungsgesetz
gilt. Ohne ein solches Erhaltungsgesetz kann es im
thermischen Gleichgewicht keine Bose-Einstein-
Kondensation geben. Dann wiirden Bosonen bei tiefer
Temperatur einfach absorbiert werden und verschwin-
den, und die Zahl der Teilchen wiirde sich damit auf
die jeweilige Temperatur einstellen. Damit entfallt der
Zwang zur Kondensation. Warum kénnen wir den-
noch von Bose-Einstein-Kondensation im Laser mit
seinen masselosen Photonen reden? Die Antwort ist in
diesem Fall die Abwesenheit des thermischen Gleich-
gewichts. Photonen verschwinden zwar aus dem Laser
durch irreversible Emission in die Umgebung, doch
werden sie mittels eines Pumpprozesses, der fiir die
Anregung der Laseratome sorgt, und nachfolgender
induzierter Emission bei der Laserfrequenz auch stan-
dig wieder nachgeliefert. Es handelt sich also um kein
thermisches Gleichgewicht, sondern um ein Flief3-
gleichgewicht, um einen stationdren Zustand, auf den
Einsteins Analyse des thermodynamischen Gleichge-
wichts nicht direkt anwendbar ist. Ein solches System
ist stets an mehrere Energiereservoirs gekoppelt, die ei-
nen Energiefluss im System aufrecht erhalten. Ein sehr
viel komplexeres dynamisches Verhalten wird damit
moglich. Doch manche Phanomene verlaufen dennoch
analog zu den aus Gleichgewichtssystemen bekannten,
wie eben das der spontanen Symmetriebrechung.

Bei der Bose-Einstein-Kondensation massiver Teil-
chen ist es die globale Eichsymmetrie, welche spontan
gebrochen wird. Wie jeder Symmetrie in der Physik
entspricht auch dieser nach dem Noetherschen Theo-
rem ein Erhaltungssatz — in diesem Fall fiir die Teil-
chenzahl N, die gemiaf Noether auch gleichzeitig der
Generator der zugrundeliegenden Symmetriegruppe
ist, hier der U(1)-Gruppe einer globalen Eichsymme-
trie. Der zum Phasentiibergang gehorende Ordnungs-
parameter ist die makroskopische Wellenfunktion des
Bose-Einstein-Kondensats mit beliebiger, aber fester
und im Ruhesystem des Kondensats rdumlich kon-
stanter Phase, die nicht invariant ist unter den U(1)-
Transformationen, also die Symmetrie bricht.

Beim Laser fehlen dieser Erhaltungssatz und die
zugehorige globale Eichsymmetrie. Stattdessen ist es
die zeitliche Translationsinvarianz, die ein stationar
gepumpter Laser hat, welche durch die kohérente peri-
odische Oszillation des Lasers spontan gebrochen wird,
jedenfalls teilweise. Genauer gesagt ist es wieder eine
U(1)-Gruppe, eine Untergruppe der zeitlichen Transla-
tionsgruppe. Noethersche Erhaltungsgrofie und Gene-
rator dieser Symmetrie ist der Hamilton-Operator, der
Ordnungsparameter ist die Amplitude des Laserfeldes
mit beliebiger aber fester Phase (der Laser-Mode), die
sich unter der gebrochenen U(1)-Gruppe transformiert.

Scharfe Phaseniibergidnge (und zugehoérige scharfe
spontane Symmetriebrechungen) konnen strikt nur
im thermodynamischen Limes auftreten, d. h. im Li-
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mes unendlich grofier Systeme bei endlich gehaltener
Dichte extensiver Grofien. In allen endlichen Systemen
dagegen miissen iber hinreichend grofie Zeiten oder
Abstinde hinweg Fluktuationen die auf kleineren
Skalen spontan gebrochen erscheinende Symmetrie
wieder herstellen. Dies gilt auch im Flieflgleichgewicht.
Beim Laser kannte man schon lange vor diesen Uber-
legungen (Schawlow und Townes 1956 [3] und genauer
Haken 1964 [4]) die langsame zeitliche Diffusion der
Phase ¢ des Laserfeldes

((p(1) - (0))?) = Dy|t] @

mit einer Diffusionsrate D,, die proportional ist zum
Verhaltnis der Emissionsraten von spontan und indu-
ziert emittierten Laserphotonen in der Laser-Mode.
Diese Diffusion stellt auch hier iiber den Zeitraum
D7, hinweg, der mit der induzierten Emissionsrate
der Photonen im thermodynamischen Limes gegen
unendlich geht, die spontan gebrochene Symmetrie
wieder her. Abb. 1 zeigt das Resultat einer Messung des
Emissionsspektrums eines He-Ne-Lasers [5].

Im thermodynamischen Limes handelt es sich also
tatsdchlich um einen Phasentibergang und zwar des
Typs, der heute genauer als Quantenphaseniibergang
bezeichnet wird [6]. Es sind dies Phasentiberginge, die
durch Quantenfluktuationen (wie hier die Spontan-
emission) getrieben werden, nicht durch thermische
Fluktuationen (die hier tatsachlich vernachlassigbar
sind). Quantenphaseniiberginge konnen daher selbst
noch bei vernachlassigbar kleiner Temperatur auftre-
ten, und ihr Kontrollparameter ist statt der Temperatur
ein Systemparameter (wie hier die Starke, mit welcher
der Laser gepumpt wird). Kritisches Verhalten mit den
entsprechenden kritischen Exponenten” tritt in diesem
Fall als Funktion des Systemparameters auf. Und noch
ein weiterer Aspekt macht den Ubergang, den wir hier
betrachten, zu einem Quantenphaseniibergang. Dies
ist die Tatsache, dass die optische Phase des Konden-
sats und dessen Stérke, d. h. Phase und Photonenzahl
im Kondensat, komplementire Grof3en sind, deren
Realisierung a priori unbestimmt ist und erst durch die
Art der durchgefiihrten Messung festgelegt wird. So
bestimmen Interferenzexperimente die optische Phase
bzw. sie legen diese tiberhaupt erst fest [7], und Photo-
nenzidhlexperimente bestimmen die Photonenstatistik.

Eine Vielzahl von weiteren interessanten Fragen
kniipft an die hier skizzierte besondere Betrachtungs-
weise des Lasers an, insbesondere nahm hier das grofie
von Hermann Haken ins Leben gerufene Gebiet der
Synergetik mit Anwendungen weit tiber die Physik
hinaus seinen Anfang [8]. Doch schon fiir die Physik
selbst ist die Behandlung von Fliefigleichgewichten
eine theoretisch besonders interessante Frage.

Thermodynamik fiir FlieBgleichgewichte

Um Phasentiiberginge zwischen Fliefigleichgewichten
in moglichst enger Anlehnung an solche zwischen
thermodynamischen Gleichgewichtszustdnden be-
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schreiben zu konnen, braucht man eine Verallgemeine-
rung der Thermodynamik fiir Fliefgleichgewichte. Es
wire hilfreich, wenn man auch fiir Fliefigleichgewichte
Extremalprinzipien angeben konnte, analog etwa zum
Prinzip der maximalen Entropie oder der minimalen
freien Energie fiir das thermodynamische Gleichge-
wicht abgeschlossener bzw. im isothermen Energie-
austausch stehender Systeme. Es erscheint plausibel,
dass es derartige Extremalprinzipien auch fiir makro-
skopische Fliefigleichgewichte geben sollte. Sowohl

die bekannten Extremalprinzipien der klassischen
Dynamik, wie das Gauf3sche Prinzip oder das Hamil-
tonsche Prinzip der extremalen Wirkung, als auch die
genannten Extremalprinzipien der Thermodynamik
haben ihren Ursprung in der Existenz von Fluktuati-
onen. Letzere sind zwar in den Prinzipien selbst noch
nicht manifest, doch sie beschranken deren Giiltigkeit
jeweils auf einen Limes, den klassischen bzw. den ther-
modynamischen Limes.

Die genannten Fluktuationen sind gewissermaflen
der eigentliche physikalische Grund fiir die Extre-
malprinzipien, weil erst sie es den so beschriebenen
Systemen erlauben, das Extremum zu identifizieren
und einzunehmen, gewissermaflen durch Abtasten von
dessen Umgebung. Die extremalisierten Grofen wie
z.B. die Wirkung oder die Entropie sind es daher auch
gerade, welche die Starke der jeweiligen Fluktuationen
regieren, in der Formel von Boltzmann und Einstein
fiir thermodynamische Wahrscheinlichkeiten, bezie-
hungsweise in der von Dirac und Feynman fiir die
Wahrscheinlichkeitsamplituden von Trajektorien.

Flief3gleichgewichte werden durch Dynamiken mit
quantenmechanischen und/oder klassischen Fluktuati-
onen beschrieben. Auch hier lassen sich oft klassische
und thermodynamische Limites definieren, sodass
hier ebenfalls Extremalprinzipien existieren sollten.
Dennoch scheint deren Existenz wiederum aus einem
ganz anderen Grund fraglich, namlich wegen der
unaufloslichen Mischung von reversibler und irrever-
sibler Dynamik in Flief3gleichgewichten. Dies ist der
entscheidende physikalische Unterschied sowohl zur
klassischen Dynamik, z. B. zur analytischen Mechanik,
in der nur rein reversible Bewegungen mit dem Ha-
miltonschen Prinzip zu beschreiben sind, als auch zur
Gleichgewichts-Thermodynamik, die auf einer klaren
Unterscheidung von reversiblen und irreversiblen
Prozessen aufbaut. So ist im thermodynamischen
Gleichgewicht fiir die makroskopischen Variablen
eines Systems keinerlei irreversible, wohl aber noch
reversible Dynamik moglich. Die Boltzmann-Einstein-
Formel W ~ exp S beschreibt dann nur reversible
Fluktuationen. Es ist dies das fiir thermodynamische
Gleichgewichte fundamentale Prinzip des detaillierten
Gleichgewichts, das seinen statistischen Ursprung
in der Zeitumkehrsymmetrie der mikroskopischen
Bewegungsgesetze hat [9], sowie in den Randbedin-
gungen wie z. B. denen fiir ein abgeschlossenes System,
die mit der Einstellung eines thermodynamischen
Gleichgewichts vertréglich sein miissen. Diese fiir
Extremalprinzipien offenbar wesentliche Vorausset-
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1) Hier vollstindig gege-
ben durch die Moleku-
larfeldtheorie wegen der
Langreichweitigkeit der
optischen Wechselwir-
kung der Laseratome.
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zung der Reversibilitit der Dynamik bzw. der Reversi-
bilitat der Gleichgewichte in der Thermodynamik ist
bei Fliefigleichgewichten nicht erfiillt.

Eine wichtige Klasse von stationdren Zustdnden, in
denen die Voraussetzungen fiir detailliertes Gleichge-
wicht in der Regel nicht vorliegen, sind Grenzzyklen
mit Fluktuationen. Hierzu gehort auch ein statio-
nér gepumpter Laser im Ein-Moden-Betrieb oder
in einem komplizierteren periodisch pulsierenden
Betrieb, mit seinen spontan emittierten Quanten-
fluktuationen. Noch kompliziertere Beispiele ohne
detailliertes Gleichgewicht sind stationdre Zustdnde
auf verrauschten seltsamen Attraktoren. Auch hierfir
bietet die Quantenoptik z. B. mit dem Chaos in Lasern
Beispiele, die durch das Hereinspielen quantenmecha-
nischer Aspekte zusatzlich interessant sind [10]. Doch
auch in der klassischen Physik bieten etwa die Reak-
tionskinetik oder die Hydrodynamik eine Fiille von
Beispielen.

Gibt es also eine verallgemeinerte Thermodyna-
mik fiir solche Fliefigleichgewichte? Seit Anfang der
Siebzigerjahre des letzten Jahrhunderts befasste ich
mich mit dieser Frage und die Antwort lautet: ja [11].
Ausgangspunkt ist eine dynamische Beschreibung der
Fluktuationen, z.B. durch eine Master-Gleichung fiir
diskrete oder kontinuierliche stochastische Prozesse. In
letzterem Fall besagt die Wahrscheinlichkeitserhaltung,
dass

AW/t + 9g'/9g" = 0

mit der Wahrscheinlichkeitsdichte W(g,t) und der
Wahrscheinlichkeitsstromdichte g*(g,t). Im stationdren
Zustand wird die Wahrscheinlichkeitsdichte Wq(q)
zeitunabhangig. Dies ist selbst dann der Fall, wenn es
sich um einen solchen stationdren Zustand handeln
sollte, der (im thermodynamischen Limes) die zeitliche
Translationsinvarianz bricht, da Fluktuationsprozesse
analog zur Phasendiffusion im Laser die zeitliche
Translationsinvarianz im stationdren Ensemble auf
groflen Zeitskalen wieder herstellen. Gemaf der Boltz-
mann-Einsteinschen Vorschrift ldsst sich eine zeitun-
abhiangige effektive innere Entropie S(g) als Funktion
der makroskopischen Variablen g definieren gemif3
S(g) ~ In Wy(q). Obwohl ein System im stationiren
Zustand diese Entropie laufend produziert, folgt aus
der Stationaritatsbedingung, dass diese auch standig

in gleichem Mafe an die Umgebung abgefiihrt wird,
sodass sie zeitunabhéngig bleibt.

Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte g*(g) wird im
stationdren Zustand quellenfrei, doch sie verschwin-
dent im Allgemeinen nicht. Sie definiert dann eine
stationdre Driftrate r*(q) vermoge r'(q) = gu(q)/ Wa(q)
[12], deren Quellen und Senken die jeweils durch die
Drift bedingte Entropiednderung gerade kompensieren.
Der folgenden Diskussion sei nun aus Griinden der
Konkretheit eine Master-Gleichung in der Form einer
Fokker-Planck-Gleichung zugrunde gelegt, fiir die die
Stromdichte ¢*(g) ein Drift- und ein Diffusionsglied hat

g(9) = K'q) W- 3 Q%) i @)
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mit Q™(q) = Q"'(g) ohne Beschriankung der All-
gemeinheit. Dem entspricht eine Aufspaltung des
Driftvektors K'(q) = '(q) + 1/2 Q™(g) 0S/04" in einen
Potentialanteil und einen Rest, der gerade durch die
stationdre Driftrate gegeben ist, die im Allgemeinen
noch reversible und irreversible Anteile unter der mi-
kroskopisch definierten Zeitumkehrtransformation
enthilt. Wie schon ausgefiihrt, ist dies das entschei-
dend Neue im Vergleich zu thermodynamischen
Gleichgewichten.

Um nun den Zusammenhang von Fluktuationen
und Extremalprinzip fiir diesen Fall zu sehen, ist es
niitzlich, die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte durch
ein Funktionalintegral auszudriicken.

q(t) =q
P(qlqo, ) = f Dylq] exp f J0)-q L@ ) dT
mit der Entropieproduktion durch Fluktuationen
_ 1(.v v 1 v BS
L—_j(q _r(q)_jQHB—q”)

va(q‘—r‘(q)—%Q“‘g—qsk).

©)

(4)

Zur Vereinfachung der Darstellung sei angenommen,
dass das Inverse Q,,(g) der Diffusionsmatrix Q™(q)
tiberall existiert. Zeitabhangige Mittelwerte und Korre-
lationsfunktionen und deren charakteristische Funkti-
onale lassen sich mithilfe von (3) und (4) durch Funk-
tionalintegrale darstellen. Wahrscheinlichste Wege, die
tir kleine Fluktuationen dominieren, geniigen einem
Extremalprinzip und den daraus resultierenden Dif-
ferentialgleichungen 2. Ordnung mit L als Lagrange-
Funktion. Zwei besonders wichtige spezielle Klassen
von solchen Wegen maximaler Fluktuationsentropie

J L dr geniigen sogar Differentialgleichungen von nur
1. Ordnung. Sie entstehen aus den Euler-Lagrange-
Gleichungen zu L durch Mitvariation des Endpunkts
bzw. des Anfangspunktes. Im ersten Fall sind dies also
Wege, die die Relaxation aus einem gegebenen belie-
bigen Anfangszustand g, in den stationdren Endzu-
stand beschreiben. Sie folgen dem deterministischen
Limes der Dynamik ¢ = K*(q) = r* + 1/2 Q™ 9S/0¢"
und haben eine positive deterministische Entropie-
produktion 1/2 Q™ 95/9q" 85/0¢" und verschwindende
Fluktuationsentropie / L dr = 0. Im zweiten Fall sind
dies Wege, die eine Fluktuation von einem Zustand des
stationdren Ensembles in einen gegebenen beliebigen
Endzustand beschreiben unter negativer Fluktuations-
entropieproduktion

L=-1/2 Q" 3S/3q" 35/d4" < 0.

Solche Wege geniigen den Differentialgleichungen

q' =1"-1/2 Q"™ 3S/9¢". Diese Fluktuationsdynamik

ist also nicht die Zeitumkehrung der Relaxationsdy-
namik. Die allgemeine fluktuierende Dynamik im
stationdren Zustand ist demzufolge eine Abfolge von
mehr oder weniger klar ausgepragten Relaxations- und
Fluktuationsphasen, bei denen die stationére Driftrate
1'(q) stets weiterlduft, wihrend die generalisierte Kraft
1/2 Q™ 9S/0q" entweder das System zu hoéherer innerer
Entropie treibt oder durch Vorzeichenwechsel zeitlich
begrenzte Exkursionen zu Zustanden unterhalb der
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Maximalentropie ermoglicht. In zeitabhdngigen Ex-
perimenten oder numerischen Simulationen der zur
Stromdichte (2) stochastisch dquivalenten Langevin-
Gleichungen lassen sich diese nicht zeitumkehrsym-
metrischen Fluktuations- oder Relaxationsphasen der
stochastischen Dynamik unschwer erkennen.

Vom Bose-Einstein-Kondensat zu Atomlasern

Wihrend sich Laser als Bose-Einstein-Kondensate ver-
stehen lassen, sobald die Beschrankung auf Systeme im
thermodynamischen Gleichgewicht soweit gelockert
wird, dass auch stationdre Zustande zugelassen sind, so
gilt auch die Umkehrung: Bose-Einstein-Kondensate
im thermischen Gleichgewicht werden zu Lasern,
wenn nur fiir einen Teilchenfluss durch das Kondensat
gesorgt wird. Dies erfordert sowohl einen geeigneten
Auskopplungsmechanismus aus dem Kondensat als
auch einen geeigneten Pumpprozess. Dieser enge
Zusammenhang zwischen Bose-Einstein-Kondensat
und Laser wird in jiingerer Zeit eindrucksvoll belegt
durch die Entwicklung des Atomlasers. Sie begann
bereits kurz nach der ersten Realisierung der atomaren
Bose-Einstein-Kondensate bosonischer Isotope der
Alkaliatome in Magnetfallen, am hiufigsten von ¥Rb
oder *Na. Die Entwicklung ist hier lingst noch nicht
abgeschlossen [13, 14].

Auskopplungsmechanismen fiir Atomlaser sind im
Prinzip sehr einfach. Sie reichen von einem einfachen
Abschalten der Magnetfalle, analog zum Q-switching
beim optischen Laser, bis zur Umorientierung der
Spins auf einen nicht mehr in der Falle gebundenen
Zustand, entweder durch Einstrahlen eines Mikrowel-
lenfeldes oder durch einen optischen Raman-Uber-
gang, der den ausgekoppelten Atomen auflerdem einen
wohldefinierten Impuls zuteilen kann. Letztere Rolle
iibernimmt sonst nur das Gravitationsfeld, in dem die
Atome im Laserstrahl fallen. Im Detail hat der Aus-
kopplungsprozess im Atomlaser einen viel stirkeren
Einfluss auf die Qualitat des resultierenden Teilchen-
strahls als im optischen Laser. Der Grund ist die Dis-
persion von Materiewellen w = /ik?/2m. Die spektrale
Breite Aw der ausgekoppelten Atomwellen hat daher
Einfluss auf die raumliche Propagation und kann zu
rdumlichen Verzerrungen der Phase der Materiewelle
fithren. Hochst prézise Kontrolle iiber das Fallenpo-
tential und tiber den Auskopplungsprozess sind daher
unabdingbar.

Bei allen bisherigen Experimenten zum Atomlaser
musste auf ein kontinuierliches Pumpen verzichtet
werden, da ein wirkungsvoller Mechanismus noch
nicht zur Verfiigung stand. Doch wurde ein solcher
Mechanismus nun kiirzlich von der ,,Atom Laser
Group* der ANU vorgeschlagen [15] (Abb. 2), womit
eine weitere wichtige Hiirde bei der Entwicklung des
Atomlasers genommen wurde. Wahrend die Linien-
breite bisheriger Atomlaser durch die Lebensdauer
des Kondensats Fourier-limitiert, d. h. durch die Aus-
kopplungsrate bestimmt war, ist es nun denkbar, einen
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Atomlaser im stationéren Betrieb laufen zu lassen.
Wie beim optischen Laser stellt sich dann die Frage,
was die prinzipellen Grenzen der Linienbreite sind.
Um sie zu beantworten, muss die Gross-Pitaevskii-
Gleichung, welche das Bose-Einstein-Kondensat ohne
Ein- und Auskopplung oder Fluktuationen beschreibt,
erweitert werden [16]. Diese Fluktuationen sind zum
einen thermischer Natur und werden verursacht durch
die Ankopplung an ein Teilchenreservoir. Zum ande-
ren bewirkt der mit einem Auskopplungsprozess der
relativen Rate y verbundene Teilchentransport durch
das Kondensat ein zusitzliches Schrotrauschen der
Zeitableitung der Teilchenzahl gemaf3

dNo/dt =Yy (<N()>— N()) + FN“(t)

Dabei hat der Rauschterm einen verschwindenden
Mittelwert und ist zeitlich nur sehr kurzreichwei-
tig korreliert (Fy,(f) Fx,(0)) = y {Noy 6(¢). Die durch
entsprechende Transport- und Fluktuationsterme
erweiterte Gross-Pitaevski-Gleichung wird zu einer
Langevin-Gleichung fiir die komplexe Amplitude o,
des Bose-Einstein-Kondensats

o) - Lo+ (0 5)
mit Ny = |a|*. Die gesamte Langevin-Kraft I'(¢) fir
Pump- und Auskopplungsprozess hat dabei den
Mittelwert 0 und die Korrelationsfunktion

o) = (5T y) o). (©)

Neben diesem Fluktuationsglied enthalt (5) ein Glied
mit der Pumprate 1/7. und eines mit der Auskopp-
lungsrate y, die beide zusammen das Flief3gleichge-

v (L
o= i+

a b
—
—

2
=l < —
= >

Quellenkondensat

2
F=2 <=1

"
-

Laserkondensat

_Llon

. § E F=1__0
»-"""{J:_'E'? (= ¢ el <\
& & = —-— |
; * pumplicht V0
s - -~ fol=2 3
=l - v
F=1 ; — *}

aus [15]

Ce ot

Abb.2  An der Australian National Uni-
versity gelang es, den ersten gepumpten
Atomlaser zu realisieren (a, vgl. Abb. S. 43
rechts). Die beiden horizontalen und die
vertikale Spule sorgen fiir das magne-
tische Fallenpotential und das einzu-
strahlende Mikrowellenfeld (grine Pfei-
le). Die Atome im Quellenkondensat im
maximal ausgerichteten und daher
gebundenen Zustand F=2, me = 2 (b)
werden durch ein Mikrowellenfeld in den
ungebundenen Zustand F=2, m¢ = 0 um-
geklappt. Sie sind daher nicht mehr ge-

bunden und fallen (c). Ein optisches Feld
regt die Atome in einen F'=1-Hilfszu-
stand an (d), von wo aus sie, jetzt im
Laserkondensat angekommen, in den
(F=1, me = 1)-Zustand induziert durch
das Kondensatfeld reemittieren. Dies
geschieht so, dass der inzwischen auf-
genommene Impuls wieder abgegeben
wird (e). Nun klappen sie von dort durch
ein weiteres Mikrowellenfeld in den un-
gebundenen Zustand (F=1, me=0) um
und werden damit ausgekoppelt (f).
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wicht des Atomlasers festlegen. Die freie Energie F der
Kondensat-Mode ist bereits aus der urspriinglichen
Gross-Pitaevskii-Gleichung des Kondensats bekannt,

(7)

mit dem chemischen Potential 4 und der Wechselwir-
kungskonstanten g proportional zur s-Wellen-Streu-
linge. Das chemische Potential, das hier so eingeht wie
der Pumpparameter beim optischen Laser, bestimmt
die mittlere Zahl von Atomen im Kondensat.

Die zur Langevin-Gleichung (5) gehérende statio-
nédre Wahrscheinlichkeitsdichte ldsst sich geschlossen in
der Form W ~exp S (a, ao) mit der effektiven Entropie

F=—plaof +35 |aof*

S (o, 0((;) =a |050|2 _71 b|0€0|4 > (8)

angeben , mit dem Pumpparameter
1-7y
a=f7—— 9)
oty
und dem Séttigungsparameter
_ g
b= ks T + ptcy” (10)

Der Atomlaser operiert oberhalb seiner Schwelle,
wenn die Pumprate 1/7. die Auskopplungsrate y iiber-
steigt. Die mittlere Atomzahl im Kondensat lisst sich
fiir geringe Fluktuationen durch den Wert von Ny im
Maximum der effektiven Entropie (8) ndhern und er-
gibt sich zu

(Noy = (1-1cy) uyg. (11)

Ebenso wie beim optischen Laser lasst sich nun aus
einer Gleichung wie (5) die Phasendiffusion im stati-
ondren Zustand und damit die minimale Linienbreite
des Atomlasers bestimmen. Weit oberhalb der Schwel-
le ist die zeitabhéngige Amplitude ao(#) des Kondensats
gut stabilisiert und variiert nur noch aufgrund von
Anderungen ihrer Phase gemif3

ao = \(Noy expliutcyt/h +ig(t)] (12)

mit der diffundierenden Phase ¢(t), deren Varianz

{(9() - 9(0)) = D, |1 (13)
proportional zur Zeit t wachst mit der Diffusionsrate
D, = (y+514 s (14)
Die so vorhergesagte minimale Linienbreite des Atom-
lasers, die durch Lichtstreuexperimente wie in [17]
gemessen werden konnte, betragt dementsprechend
Av =1/2 D,. Man erkennt an (14), wie fir T > 0 das
Rauschen des Auskopplungsprozesses die Linienbreite
bestimmt, wihrend das thermische Rauschen dhnlich
wie in einem Maser die Linienbreite dominiert falls
ksT > pyr..

Uberhaupt ist die Langevin-Gleichung (5) insgesamt
dquivalent zu der eines optischen Ein-Moden-Lasers,
deren korrespondierende Fokker-Planck-Gleichung im
Detail von Hans Risken und Mitarbeitern gelost und
ausgewertet wurde [18]. Sie fanden eine hervorragende
Ubereinstimmung zum Experiment. Die dort gewon-
nenen theoretischen Ergebnisse zur Linienbreite und
zur Statistik der emittierten Bosonen lassen sich dank
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dieser Aquivalenz auf den Atomlaser tibertragen. Al-
lerdings darf man dabei nicht aus dem Auge verlieren,
dass der einmal emittierte Laserstrahl nun aus sehr
langsamen nichtrelativistischen, massiven Teilchen
bzw. den zu diesen dualen Materiewellen besteht. Diese
verhalten sich nicht nur vollkommen anders als Pho-
tonen, sondern ihre Teilchenzahl bzw. Intensitét liegen
zudem weit unter den fiir optische Laser typischen
Werten. Die mit Atomlasern durchzufithrenden Expe-
rimente und eventuelle Anwendungen unterscheiden
sich daher stark von denen fiir optische Laser [14] und
bleiben ein interessantes Feld fiir die Zukunft.
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