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wird. Wir zerlegen also die Fläche in ein Gitter qua-
dratischer Pixel. Die momentane Grenze zwischen den 
Phasen sei als eine nach rechts unten orientierte Linie 
dargestellt (Abb. 2a). Der Bereich links unten ist die sta-
bile und der Bereich rechts oben die metastabile Phase. 
Jedes Pixel ist entweder stabil (s) oder metastabil (m). 
An der Grenzlinie kann sich ein m-Pixel in ein s-Pixel 
umwandeln, falls zwei s-Pixel direkt benachbart sind. 
Nach dieser Nukleation ist die Grenzlinie noch immer 
nach rechts unten orientiert. Drehen wir das Bild um 
45°, ist die Grenzlinie durch eine Höhenfunktion h(j,t) 
festgelegt. Angelagert wird nur an den lokalen Minima 

Abb. 1 Das stabil-metastabile Clusterwachstum bei punkt-
förmigem Nukleus lässt sich an einem dünnen Film von 
turbulentem Flüssigkeitskristall untersuchen. 

Die statistische Mechanik des Nichtgleichgewichts ist 
ein weites Feld. Im Mittelpunkt steht die Dynamik vie-
ler Freiheitsgrade, wobei der Zufall eine wichtige Rol-
le spielt. Laminare Strömungen sind Teil der Flüssig-
keitsmechanik. Vollentwickelte Turbulenz ist aber ein 
zentrales Problem der Statistischen Physik. In meinem 
Artikel beleuchte ich nur eine winzige Ecke dieses 
vielfältigen Gebiets, nämlich die Dynamik von Pha-
sengrenzflächen bzw. speziell eindimensionale Pha-
sengrenzen in einem zweidimensionalen Volumen.

E in prototypisches Beispiel für solche Phasen-
grenzen ist das Anwachsen eines Clusters (Abb. 1). 
Kazumasa Takeuchi hat das Experiment 2009 im 

Rahmen seiner Dissertation entwickelt und durchge-
führt [1]. Seine brillante Idee war es, eine metastabile 
Phase (dort DSM1 genannt) durch einen dünnen Film 
eines turbulenten Flüssigkeitskristalls zu realisieren. 
Die Dimensionen der Flüssigkeitsschicht betrugen 
16 mm × 16  mm × 12 μm. Die Kristallstäbchen stehen 
im Mittel senkrecht. Der Film ist zweidimensional 
statistisch homogen und isotrop. Ein Punktcluster der 
stabilen Phase (DSM2) entsteht durch einen gut fokus-
sierten Laserpuls. Dieser Nukleus wächst, weil sich am 
Rand des Clusters DSM1 in DSM2 umwandelt (Abb. 1). 
Der umgekehrte Prozess ist stark unterdrückt. Abstra-
hiert vom konkreten Experiment untersuchen wir eine 
Phasengrenzfläche, die durch den Kontakt zwischen 
einer stabilen und metastabilen Phase realisiert ist. Das 
müssen nicht unbedingt thermodynamische Phasen 
sein, sondern es kann sich auch um stationäre, räum-
lich homogene Nichtgleichgewichtszustände handeln. 
Betrachtet vom Standpunkt der stabilen Phase lässt 
sich die Dynamik als ein Anlagerungsprozess inter-
pretieren, vergleichbar mit dem Eden-Wachstum und 
ballistischer Deposition [2,3]. Unser Interesse gilt den 
statistischen Eigenschaften der sich dynamisch ent-
wickelnden Formfluktuationen.

Zunächst wenden wir uns der theoretischen Be-
schreibung zu. Der genaue mikroskopische Ablauf 
eines Nukleationsschritts ist ziemlich verwickelt und 
im Einzelnen nicht voll verstanden. Zur Beschrei-
bung der Formfluktuationen auf mesoskopischer 
Skala sollten aber solch feine Details kaum eine Rolle 
spielen. Das ist ganz in der Tradition der Statistischen 
Mechanik, bei der anhand vereinfachter Modelle die 
zugrundeliegende Physik verstanden und analysiert 
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von h(j,t), und zwar jeweils unabhängig mit Rate 1. Da 
die Höhendifferenzen nur die Werte ± 1 annehmen, ist 
das Modell auch als „single-step“ bekannt. Die Höhen-
differenzen lassen sich als ein stochastisches Teilchen-
system interpretieren (Abb. 2b). Man definiert die Hö-
hendifferenz –1 als besetzt mit einem Teilchen und die 
Höhendifferenz +1 als leer. Dann springen die Teilchen 
mit Rate 1 nach rechts, wobei eine Doppel besetzung 
verboten ist. Die Dynamik dieser Teilchen ist als total 
asymmetrischer Ausschlussprozess (TASEP) bekannt. 
Als Verallgemeinerung sind zusätzlich Sprünge nach 
links mit Rate p möglich, wie zuvor unter Berücksich-
tigung der Einfachbesetzung. Im Bild der Grenzlinie 
werden lokale Minima mit Rate 1 aufgefüllt und lokale 
Maxima mit Rate p evaporiert. Der symmetrische Fall 
p  =  1 ist speziell. Die systematische Wachstumsge-
schwindigkeit verschwindet. Physikalisch entspricht 
dies einer Kontaktlinie zwischen zwei stabilen Phasen.

Der Mathematiker Kurt Johansson hat das zen-
trale Problem der Höhenfluktuationen teilweise 
gelöst []. Dazu nimmt er an, dass anfänglich die 
metastabile Phase nur den positiven Quadranten aus-
füllt. Das mittlere Höhenprofil ist dann parabolisch: 
h(j,t)  (1/2)t + (1/2t) j2 für |j| < t (Abb. 2c). Für die 
TASEP-Höhe bei Null gilt

h(0,t)    v∞ t – (Γt)1/3 ξGUE,  (1)

wobei ξGUE eine GUE Tracy-Widom verteilte Zufalls-
variable ist (Infokasten 1). Die asymptotische Wachs-

tumsgeschwindigkeit v∞ und die Zeitskala Γ –1 sind 
modellabhängig. Der Skalenexponent 1/3 und die 
Zufallsamplitude ξGUE gelten aber universell. Für den 
TASEP mit Dichte 1/2 bei Null gilt v∞  =  1/2 und Γ  = 1/2. 
Alternativ dazu kann man flache Anfangsbedingungen 
wählen, nämlich alternierend h(j,0)  =  0 für gerades 
und h(j,0)  = 1 für ungerades j. Dann gilt immer noch 
Gleichung (1). Überraschenderweise ist aber die 
Zufallsamplitude jetzt GOE Tracy-Widom-verteilt 
(Infokasten 1).

Bei dem visuellen Vergleich von Abb. 2c mit dem ex-
perimentellen Takeuchi-Cluster ist zu beachten, dass 
die Krümmungen entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
In beiden Fällen vergrößert sich der Krümmungsradi-
us mit der Zeit, und nur das Vorzeichen der fluktuie-
renden Amplitude in Gl. (1) hängt von der Krümmung 
ab. Insofern ist zu erwarten, dass die experimentellen 
und theoretischen Formfluktuationen quantitativ 
übereinstimmen.

Wie Abb. 2c zeigt, sind auch die räumlichen Fluktua-
tionen bei festem t interessant []. Für diese gilt in der 
Nähe des Minimums

h (j, t)      t __ 2   – (  t __ 2  )1/3(A(w) – w2), j  =  2(  t __ 2  )2/3 w. (2)
 

Die Korrelationen variieren auf der Skala t2/3 und wer-
den quantitativ durch den Airy-Prozess A(w) beschrie-
ben (Infokasten 1). Der Airy-Prozess ist stationär mit 
Zweipunktfunktion 〈A(w)A(wʹ)〉 – 〈A(0)〉2    |w–wʹ|–2. 
Exakte asymptotische Formeln wie (1) und (2) sind ein 

Abb. 2 Anhand 
des Single-step-
Modells lässt sich 
die Grenzliniendy-
namik analysieren.
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Wir betrachten die N × N-Matrix X mit 
unabhängigen komplex Gauß-ver-
teilten Matrixelementen, 〈Xij〉  =  0, 
〈|Xij|2〉  =  1, 〈Xij

2〉 =  0, und setzen A  =  
(1/ 

 
 √ 
___

 2N  )(X + X*). A ist eine GUE-Zufalls-
matrix mit Wahr schein lichkeitsdichte 
exp[– (1/2) tr(A2)]. Die zu fälligen Eigen-
werte von A sind λ1 < …< λN, wobei die 
Skalierung von A so gewählt wurde, 
dass λj+1 – λj  =  O (1). Im Limes N →  ∞ gilt 
für den größten Eigenwert

λN    2N + N1/3ξGUE.  (i)

Die Zufallsvariable ξGUE ist bestimmt 
durch die GUE Tracy-Widom-Vertei-
lungsfunktion

(ξGUE  ≤  s)  =  det(1 – PsKAiPs).  (ii)

Die Operatoren wirken hier auf 
L2(, dx), Ps projiziert auf das Intervall 
[s,∞) und KAi ist der Airy-Operator mit 
dem Integralkern KAi(x,y)  =  ∫

∞
 dλ Ai(x+λ) 

Ai(y+λ). Für X reell erhält man die GOE 
Tracy-Widom-Verteilung. Sie ist wie 
oben definiert, wobei KAi durch den 
Operator mit Integralkern Ai(x+y) zu 
ersetzen ist.

Dyson betrachtet eine matrixwertige 
Langevin-Gleichung mit der Eigen-
schaft, dass bezüglich exp[– (1/2) tr(A2)] 
die Bedingung des detaillierten Gleich-
gewichts erfüllt ist. Die Dynamik der Ei-
genwerte definiert dann die Brownsche 

Bewegung von Dyson. Bei festen End-
punkten gibt es eine einfache Kons-
truktion. Dazu betrachten wir N Brown-
sche Brücken {bj(s), |s| ≤  t  =  N, j  =  1,...,N} 
mit bj(–t)  =  0  =  bj(t) bedingt auf bj(s) < 
bj+1(s) für alle s  ∈  (–t,t). {bj(s), j  =  1,...,N} 
für festes s sind dann verteilt wie die 
Eigenwerte einer skalierten GUE-Zu-
fallsmatrix. Für die oberste Brownsche 
Bewegung gilt

bN(t2/3w)    2t + t1/3(A(w) –w2)  (iii) 

im Limes t →  ∞ mit dem Airy-Prozess 
A(w) wie in (2).
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starker Hinweis auf eine verborgene mathematische 
Struktur. De facto ist der TASEP Bethe-integrabel, 
wie auch seine Verallgemeinerung mit p > 0. Eine 
detaillierte Analyse erhärtet die Verknüpfung zu 
quantenintegrablen Systemen (Infokasten 2) und zur 
Darstellungstheorie von symmetrischen Gruppen, 
insbesondere zu Macdonald-Polynomen [].

Andere Bereiche der Statistischen Mechanik haben 
gezeigt, dass es oft von Vorteil ist, Bewegungsglei-
chungen in der Form einer stochastischen Feldtheorie 
zu schreiben. Auf der mesoskopischen Skala betrach-
ten wir dazu eine Höhenfunktion h(x,t) mit x  ∈  . Die 
Höhe h ändert sich in der Zeit durch zufällige Anlage-
rungs- bzw. Abschmelzungsprozesse. Diese bewirken 
zwei deterministische Änderungen. Zum einen werden 
Höhengradienten ausgeglichen, ein Effekt, den der 
Diffusionsterm ∂x

2 h(x,t) beschreibt. Zusätzlich ergibt 
sich eine systematische Wachstumsgeschwindigkeit, 
die im Allgemeinen neigungsabhängig ist. Das isotro-
pe Wachstum im Experiment hat beispielsweise eine 
Neigungsabhängigkeit wie (1+ (∂x h)2)1/2. Vereinfacht 
wählen wir aber die Wachstumsgeschwindigkeit qua-
dratisch als (∂x h(x,t))2. Der noch verbleibende Zufall 
wird als raumzeitlich weißes Rauschen ξ(x,t) model-
liert. Damit erhalten wir die Langevin-Gleichung

∂th  =    1 __ 2   λ (∂xh)2 +   1 __ 2   ∂x
2h + ξ,  (3)

wobei die Einheiten so gewählt sind, dass als Para-
meter nur die Kopplungskonstante λ  ∈   auftaucht. 
Ein möglicherweise vorhandener Term linear im Gra-
dienten lässt sich durch eine Galilei-Transformation 
eliminieren. Wie aus der Skalierung von Gl. (3) ab-
zulesen ist, werden höhere Potenzen von ∂xh in der 
Tat durch den quadratischen Term dominiert. Der 
Fall λ  =  0 entspricht dem symmetrischen Single-step-
Modell, also einer Kontaktlinie zwischen zwei stabilen 
Phasen. Gl. (3) ist dann linear, und die Fluktuationen 
der Grenzlinie wachsen an wie t1/ mit einer Gauß-
verteilten Zufallsamplitude. Die Stabil-stabil-Kontakt-
linie verhält sich also qualitativ ganz verschieden von 
der getriebenen Grenzlinie, für welche die Nichtlinea-
rität (∂xh)2 relevant ist. Insbesondere lässt sich das 

großskalige Verhalten nicht durch Störungstheorie in λ 
berechnen.

Gl. (3) ist die berühmte Kardar-Parisi-Zhang-
Gleichung (KPZ) in einer Raumdimension [7]. Auf 
kleiner Skala kann man den nichtlinearen Term ver-
nachlässigen. Dann entspricht x | → h(x,t) einer Brown-
schen Bewegung, ∂x h(x,t) ist lokal weißes Rauschen 
und der quadratische Term bleibt als Produkt von 
δ-Funktionen undefiniert. Deswegen untersucht Mar-
tin Hairer [] die Renormierung der KPZ-Gleichung 
(3) im ultravioletten Limes. Unter anderem dafür wur-
de er 2014 mit der Fields-Medaille ausgezeichnet.

Für eine makroskopisch gekrümmte Grenzfläche ist 
es gelungen, eine exakte Lösung der KPZ-Gleichung 
(3) zu finden []. Idealisiert startet man von einer 
Grenzlinie in der Form einer spitzen Nadel. Diese 
verbreitert sich zu einer Parabel –x2/2λt plus Fluktuati-
onen. Die erzeugende Funktion der Höhe hat die Form

〈exp[–exp(λ h(0,t) +   1 __ 24   λ3t – (  |λ| t ___ 2  )1/3
s)]〉

=  det(1 – PsKtPs)  (4)

mit dem zeitabhängigen Airy-Operator Kt []. Die 
Asymptotik (1) ergibt sich in Übereinstimmung mit 
der Universalitätshypothese (Abb. ).

Eine experimentelle Überprüfung der Vorhersagen 
in [, ] hat einige Zeit in Anspruch genommen. Das 
Takeuchi-Experiment lässt sich unter physikalisch 
identischen Bedingungen vielfach wiederholen [1]. 
Damit steht pro Experiment ein Datensatz von etwa 
105 Stichproben zur Verfügung. Realisiert wird ein 
anfänglicher Punktcluster, der im Mittel kreisförmig 
anwächst. Man misst den Radius vom Mittelpunkt des 
Clusters (Abb. 1). In einem weiteren Experiment ist der 
Kondensationskeim linienförmig. In Abb. 4 ist rechts ein 
Ausschnitt des oberen Teils des anwachsenden linien-
förmigen Clusters zu sehen. Die zugehörigen Plots zei-
gen, dass die Verteilung der Zufallsamplitude qualitativ 
von den Anfangsbedingungen abhängt, wie von der 

Abb.  Zeitabhängige Wahrscheinlichkeitsdichten nach Gl. (4): 
Ganz rechts ist die Gauß-Dichte für kurze Zeiten und links in 
grün die aymptotische GUE-Tracy-Widom-Dichte zu sehen.
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Theorie bereits vorhergesagt. Allerdings konvergiert 
das erste Moment ziemlich langsam, und die zeitliche 
Asymptotik stellt sich nur näherungsweise ein. Bei der 
Auswertung werden zunächst die nicht-universellen 
Koeffizienten so genau wie möglich bestimmt. Damit 
sind die Skalen von h, x und t festgelegt, und der Plot 
in Abb. 4 enthält keine weiteren Fitparameter [1].

Wie es aussieht, ist damit der vorläufige Höhepunkt 
eines erfolgreichen Unterfangens erreicht. Die KPZ-
Gleichung hat aber ihren Auftritt in noch weiteren zu-
nächst unerwarteten Anwendungen. Als erste wichtige 
Einsicht lässt sich die KPZ-Gleichung durch die Cole-
Hopf-Transformation Z(x,t) =  exp(λh(x,t) linearisieren 
mit dem Ergebnis

∂t Z  =    1 __ 2   ∂x
2 Z + λξ Z,  (5)

also einer Diffusionsgleichung mit multiplikativem 
Rauschen. Die Familie der n-ten Momente von Z wird 
durch das attraktive Lieb-Liniger Delta-Bose-Gas 
mit n Teilchen auf  bestimmt, ebenfalls ein Bethe-
integrables System. Ein erster Auftritt resultiert aus der 
Pfadintegraldarstellung

Z(x,t)  =   ∫exp[– ∫
t

0
 ds (  1 __ 2   x· (s)2 – λξ(x (s), s))]

                × Z(x(0), 0)δ(x(t) – x)  (6)

als Lösung der linearen Gl. (5). Integriert wird über 
alle Pfade s | → x(s), 0  ≤  s  ≤  t, mit Endpunkt x(t)  = x 
und zu spezifizierender Anfangsbedingung Z(x,0). 
Die Energie des Pfades hat einen elastischen und 
einen potentiellen Anteil. Z ist die Zustandssumme 

und h  = λ–1 log Z die zufällige freie Energie. Dies ist 
das Modell eines gerichteten Polymers in dem Zu-
fallspotential –λξ(x,t). Das ursprünglich dynamische 
Problem übersetzt sich damit in ein statisches Problem 
aus der statistischen Mechanik von ungeordneten 
Systemen. Unser Interesse sind die Fluktuationen der 
freien Energie. Der „Volumen“anteil proportional zu 
t ist selbstmittelnd und im Wesentlichen unabhängig 
von den Randbedingungen. Die Proportionalitätskon-
stante ist gerade die Wachstumsgeschwindigkeit der 
KPZ-Gleichung. Bezüglich Gl. (6) typische Pfade fluk-
tuieren auf der Skala t2/3, für die sich die Beiträge von 
elastischer und potentieller Energie gerade die Waage 
halten. Die spitze Nadel als Anfangsbedingung der 
KPZ-Gleichung entspricht Z(x,0)  =  δ(x). Gleichung 
(4) gilt deswegen für die zufällige freie Energie bei zwei 
festen Endpunkten, x(0)  =  0  =  x(t). Flache Anfangsbe-
dingungen, h(x,0)  = 0, ergeben Z(x,0)  =  1. Jetzt muss 
man also über alle Anfangspunkte x(0) bei festem End-
punkt x(t)  =  0 mitteln, wodurch sich die Verteilung der 
universellen Amplitude ändert. Dies macht plausibel, 
warum sich in Abb. 4 die linke und rechte Verteilung 
unterscheiden. 

In der Originalarbeit [7] wird Gl. (3) in beliebiger 
Dimension geschrieben, wobei ∂x durch ∇x zu erset-
zen ist (siehe z. B. [2,3,10]). Exakte Lösungen stehen 
nicht zur Verfügung, stattdessen sind numerische 
Simulationen notwendig. Die Untersuchungen in 1+1 
Dimensionen lehren allerdings, dass im Vergleich zu 
Momenten volle Wahrscheinlichkeitsverteilungen 
ausgesprochen informativ sind. In dem physikalisch 
relevanten Fall von 2+1 Dimensionen gilt immer noch 
die Asymptotik (1). Allerdings fällt der dynamische 
Skalenexponent 1/3 auf einen Wert nahe bei 0,24. Bei 
festem Endpunkt gibt es drei Klassen von Anfangsbe-
dingungen – punktförmig, linienförmig und flächen-
förmig [10], mit drei unterschiedlichen asymptotischen 
Höhenverteilungen.

Etwas indirekter tritt die eindimensionale KPZ-
Gleichung auch in anderen Bereichen auf. Als ein Bei-
spiel diskutieren wir eine eindimensionale Flüssigkeit 
mit Hamiltonscher Funktion

H  =   ∑  
j = 1

  
 N

      1 __ 2   p j
2 +   ∑  
       1  ≤ i < j  ≤ N

  
     

    V(qi – qj).  (7)

qj, pj sind Ort und Impuls des j-ten Teilchens und V 
ist ein kurzreichweitiges Potential mit V(x)  =  V(–x). 
Die lokalen Erhaltungsgrößen der Flüssigkeit sind 
Teilchendichte ρ(x,t), Impuls v(x,t) und Gesamtenergie 
e(x,t) als Funktionen auf dem Phasenraum. Bis auf 
die wenigen Potentiale mit integrabler Dynamik sind 
keine weiteren lokalen Erhaltungsgrößen zu erwar-
ten. Entsprechend ist der thermische Zustand durch 
Temperatur, chemisches Potential und mittlere Ge-
schwindigkeit charakterisiert. Ein zentrales Problem 
ist die Berechnung der Strukturfunktion 〈ρ(x,t)ρ(0,0)〉 
und der analogen dynamischen Korrelationen für die 
weiteren Erhaltungsgrößen. Hierbei ist die Teilchen-
dichte ρ(x,t) durch die Lösung der Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen bestimmt, und 〈 · 〉 bezeichnet den 

6 - V E R T E X - M O D E L L  A M  K P Z - P U N K T
Die KPZ-Gleichung charakterisiert 
auch Eigenschaften von zufälligem 
Pflastern der Ebene. Auf dem Quadrat-
gitter betrachten wir ein Ensemble von 
Rechts-oben-Linien, die sich berühren, 
aber nicht kreuzen dürfen. Dadurch er-
geben sich quadratische Kacheln mit 
6 unterschiedlichen Mustern. Gepflas-
tert wird unter der Nebenbedingung 
von fortlaufenden Linien. Das Gewicht 
einer Linienkonfiguration ist das Pro-
dukt der einzelnen Kachelgewichte. 
Die Gewichte (1,1,p,q,1 – p,1 – q), 
0  ≤  p, q  ≤  1, definieren den KPZ-Punkt. 
Die diagonale Transfermatrix des 
6-Vertex-Modells ist dann eine Mar-

kov-Kette mit Zustandsraum {0,1}Z. Im 
ersten Schritt werden Zweierblöcke 
gebildet. Jeder Block wird unabhängig 
gemäß den Vertexgewichten ausge-
würfelt, zum Beispiel 01 geht über 
nach 10 mit Wahrscheinlichkeit q und 
10 nach 10 mit Wahrscheinlichkeit 1 – p. 
Im nächsten Schritt wird die Zerlegung 
in Zweierblöcke um eine Einheit ver-
setzt etc. Diese Transfermatrix ist eine 
diskre tisierte Version des ASEP. Die 
Eigen vektoren und Eigenwerte der 
Transfermatrix lassen sich mit Hilfe des 
Bethe-Ansatzes bestimmen. Für die so 
gewählten Parameter ist das 6-Vertex-
Modell in der KPZ-Universalitätsklasse.

t

t

j

j

1 1 p q 1 – p 1 – q

1 – pq 1
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thermischen Mittelwert. Abb. 5 zeigt das Ergebnis einer 
Molekulardynamiksimulation mit 4096 Teilchen [11]. 
Die anfängliche kleine Störung der Dichte bei Null er-
zeugt Anregungen, die sich in der Form von drei Peaks 
mit unterschiedlicher Geschwindigkeit ausbreiten. Ein 
Anteil ist bei Null lokalisiert. Der entsprechende Peak 
skaliert für große Zeiten wie (Γ t)–3/5 f0((Γ t)–3/5x), wobei 
f0 die Lévy-Verteilung mit Fourier-Transformierter 
f̂ 0(k)  =  exp(–|k|5/3) ist. Zusätzlich werden zwei einzelne 
links- und rechtslaufende Wellen generiert, die sich 
beide mit der Schallgeschwindigkeit c bewegen. Ihre 
Form skaliert wie (Γ t)–2/3 fs((Γ t)–2/3(x ± ct)) mit einem 
Exponenten, der bereits auf die KPZ-Gleichung hin-
deutet.

In der Tat lässt sich die Skalenfunktion fs mit Hilfe 
der KPZ-Gleichung berechnen. Da die Flüssigkeit drei 
Erhaltungsgrößen besitzt, muss die KPZ-Gleichung auf 
drei Komponenten verallgemeinert werden. Allerdings 
entkoppelt die Schallwelle für große Zeiten und wird 
näherungsweise durch ∂xh(x,t) beschrieben. In Gl. (3) 
wählen wir deswegen zufällige Anfangsbedingungen, 
sodass ∂xh(x,0) weißes Rauschen mit Korrelator 
〈∂xh(x,0)∂xh(xʹ,0)〉  =  δ(x – xʹ) ist. Unter der KPZ-Glei-
chung ist diese Verteilung stationär. Im Langzeit-Limes 
gilt für die raumzeitliche Korrelation

〈∂xh(x,t)∂xh(0,0)〉    (Γ t)–2/3 fKPZ((Γ t)–2/3x), (8)

wobei Γ  =     √ 
__

 2   |λ| und fKPZ durch eine mehr oder weni-
ger explizite Formel definiert ist. Als ein Ergebnis der 
nichtlinearen fluktuierenden Hydrodynamik [12] gilt 
fs  =  fKPZ .

Die Herleitung von fs  =  fKPZ benutzt ganz wesentlich 
lokale Erhaltungsgrößen und sollte deswegen auch auf 
nichtintegrable Quantenflüssigkeiten anwendbar sein. 
Allerdings darf die Temperatur nicht zu klein sein, 
weil sonst die nichtklassische Grundzustandsstruktur 
sichtbar wird. Die KPZ-Universalitätsklasse beschreibt 
auch die Formfluktuationen von Kristallfacetten, die 
Statistik von lokalen Lyapunov-Exponenten und die 
Verschränkungsentropie eindimensionaler Quanten-
systeme. Ein Ende von Anwendungen der KPZ-Glei-
chung ist nicht abzusehen.

                 *
Bei dieser Gelegenheit bedanke ich mich in chronolo-
gischer Reihenfolge bei Joachim Krug, Leh-Hun Gwa, 
Michael Prähofer, Patrik Ferrari, Tomohiro Sasamoto, 

Sylvain Prolhac, Christian Mendl und Thomas Weiss 
für die inspirierende Zusammenarbeit. Nur gemein-
sam haben wir zum Verständnis der Dynamik von 
Grenzflächen beigetragen.
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Abb. 5 MD-Simulation einer eindimensionalen Flüssigkeit 
mit Wechselwirkungspotential V, V(x)  =  ∞, falls 0 ≤  |x| ≤    1 _ 2  , 
V(x)  =  1 falls   1 _ 2   < |x| ≤  1 und V(x)  =  0 sonst, für N  =  4096 und 
t  =  1024. Das Volumen ist L  =  5104, die Dichte ρ  =  0,80, die 
inverse Temperatur β  =  2, der Druck P  =  1,20 und die adia-
batische Schallgeschwindigkeit c  =  2,17. Links sieht man 
die drei Peaks der Dichtekorrelation. Rechts ist der Peak 
der Schallwelle gefittet mit dem Skalenexponenten 2/3 und 
der Skalenfunktion fKPZ zu sehen.
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