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Der Quantenhimmel voller Geigen

Quantentheorie in der Sprache der Himmelsmechanik - Karl Schwarzschilds letzte Arbeit

Michael Eckert

Vor hundert Jahren, am 11. Mai
1916, starb Karl Schwarzschild. Be-
griffe wie ,Schwarzschild-Metrik”
oder ,Schwarzschild-Radius” erin-
nern an ihn als Pionier der moder-
nen Gravitationsphysik. Weniger
bekannt ist sein Beitrag ,Zur Quan-
tenhypothese’, so der Titel seiner
letzten Arbeit. Arnold Sommerfeld
nannte Schwarzschild einen ,Pfad-
finder” auf diesem im Jahr 1916
»noch reichlich dunklen Gebiete”.

m November 1915 fand Albert

Einstein die endgiiltige Form sei-
ner Allgemeinen Relativitatstheo-
rie. Einen Monat spater prasentierte
Karl Schwarzschild bereits eine
exakte Losung der Feldgleichungen
fiir ein kugelférmiges Gebilde,
das man spater Schwarzes Loch
nannte. Zum 100. Geburtstag der
Allgemeinen Relativitatstheorie
kam neben Einstein auch Schwarz-
schild als Pionier der modernen
Gravitationsphysik zu Ehren [1].
Vor genau hundert Jahren leistete er
mit seiner letzten Veroffentlichung
einen entscheidenden Beitrag zur
Atom- und Quantentheorie.

Karl Schwarzschild kam am
9. Oktober 1873 in Frankfurt am
Main zur Welt [2]. Er zeigte schon
frith eine grofie technische und
mathematische Begabung. Mit
einem Rohr aus zusammenge-
rollten Zeitungen, das er im Innern
schwirzte, bastelte er ein Teleskop,
um damit seinen Geschwistern
die Saturnringe zu zeigen. Als
16-jahriger Schiiler verfasste er eine
Arbeit tiber die Bahnbestimmung
von Himmelskorpern und schickte
sie an die Astronomischen Nach-
richten. Sie wurde verdffentlicht
- und in der Familie voller Stolz
immer wieder vorgelesen, obwohl
niemand aufler Karl auch nur ein
Wort davon verstand, wie sich
sein Bruder erinnerte. Als er im
Mathematikunterricht einmal seine
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Logarithmentafeln vergessen hatte,
behalf er sich damit, die bendtigten
Werte aus einer Reihenentwicklung
selbst zu berechnen. Nach dem
Abitur zog er 1891 nach Strafiburg,
um dort Astronomie zu studieren.

Zwei Jahre spéter unterbrach er
das Studium, um in Miinchen als
»Einjahrig-Freiwilliger” seinen
Militdrdienst abzuleisten. Er blieb
in Miinchen und setzte sein Studi-
um an der Ludwig-Maximilians-
Universitit bei dem renommierten
Astronomen Hugo von Seeliger
fort, bei dem er 1896 auch iiber die
»Elliptische Gleichgewichtsfigur
einer homogenen, rotierenden
Fliissigkeit“ promovierte.

Danach wurde Schwarzschild
Assistent am Kuffner-Observato-
rium in der Nahe von Wien, einer
bestens ausgestatteten privaten
Sternwarte. Hier erhielt er die
Anregung und die Mittel, um eine
fotogratische Methode zur Hel-

Karl Schwarzschild
(1873 -1916) hat
nicht nur in der
Astrophysik, son-
dern auch in der
Quantentheorie
Bahnbrechendes
geleistet.

ligkeitsbestimmung von Sternen

zu entwickeln. Das Verfahren ver-
schaffte ihm Anerkennung unter
Astronomen und machte seinen
Namen auch in der Fotografie be-
kannt (,,Schwarzschild-Exponent®).
Mit dieser Arbeit habilitierte sich
Schwarzschild danach wieder in
Minchen, wo er sich als Privat-
dozent fiir eine Laufbahn als Hoch-
schullehrer weiter qualifizierte.

Als man 1901 einen Nachfolger fiir
Wilhelm Schur als Leiter der Got-
tinger Sternwarte suchte, landete
Schwarzschild als Nummer drei auf
der Berufungsliste, hinter seinem
Doktorvater Hugo von Seeliger und
dem Heidelberger Astronomen
Max Wolf. Da beide absagten, ging
der Ruf an Schwarzschild. Mit Felix
Klein, David Hilbert und Hermann
Minkowski stieg die Universitdt
Gottingen in diesen Jahren zum
Mekka der Mathematik auf, und
auch die zur Universitit gehorende
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1) Textausziige, die der
verdffentlichten Som-
merfeld-Korrespondenz
[4] entnommen sind,
werden mit Angabe der
jeweiligen Briefnummer
zitiert.

Sternwarte besafl einen glinzenden
Ruf - wenn auch mehr auf theore-
tischem Gebiet als in der beobach-
tenden Astronomie. Schwarzschild
beteiligte sich an den von Hilbert
und Klein veranstalteten Seminaren
und publizierte tiber Themen aus
ganz verschiedenen Gebieten, von
der Elektrodynamik bis zur Tur-
bulenztheorie. In seinen astrono-
mischen Arbeiten spannte er den
Bogen von der Himmelsmechanik
bis zum Strahlungsgleichgewicht

in Sternatmosphéren (,,Schuster-
Schwarzschild-Modell“). Binnen
weniger Jahre war sein Ruf so gefes-
tigt, dass man ihn 1909 als Leiter
des Astrophysikalischen Observato-
riums nach Potsdam berief, der be-
deutendsten astronomischen For-
schungseinrichtung Deutschlands
jener Jahre. Auch hier publizierte
Schwarzschild theoretische Arbei-
ten aus weit auseinander liegenden
Gebieten, etwa zur Stellarstatistik
und zur Kosmogonie.

Als Schwarzschild 1916 tiber-
raschend starb, steckte die Astro-
physik noch in den Kinderschuhen.
Im Unterschied zu England und
den USA, wo Arthur Stanley Ed-
dington, Henry Norris Russell und
andere in diesen Jahren die Physik
immer enger mit der Astronomie
verbanden, gab es in Deutschland
niemand, der in Schwarzschilds
Fuf3stapfen trat. ,Der Verlust des
genialen Schwarzschild hat sich als
verhangnisvoll erwiesen’, schrieb
Arnold Sommerfeld im Jahr 1930 in
einer Denkschrift iiber den Stand
der deutschen Astrophysik an den
Prasidenten der Notgemeinschaft
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Astrophysikalisches Observatorium bei Potsdam,
Hauptgebiude.

der deutschen Wissenschaft. In
seinem eigenen Fach pilgerten Stu-
denten aus der ganzen Welt nach
Deutschland, um moderne Physik
aus erster Hand zu lernen. In der
Astronomie beschiftigte man sich
jedoch lieber mit traditionellen
Themen wie Positionsbestimmung
statt mit Quantenphysik und Re-
lativitatstheorie. Deutschland sei,
so konstatierte Sommerfeld, ,,in
der Astrophysik von England und
Amerika tiberfliigelt worden [3].

Spektrallinien mit Volldampf

Fiir Schwarzschild standen physika-
lische Fragen von Anfang an auf der
Tagesordnung. Sommerfeld wusste,
dass er in Schwarzschild einen Kol-
legen hatte, der — im Gegensatz zu
den meisten anderen Astronomen
- daftir immer ein offenes Ohr
hatte. Schwarzschild mége doch
»einmal die Consequenzen der
Relativtheorie fiir die Astronomie
ziehen’, schrieb er zum Beispiel
im Dezember 1910 nach Potsdam.
»Denn wer soll es aufler Thnen tun?
Seeliger hasst diese neueste Evolu-
tion mit der ganzen Aufrichtigkeit
und Impulsivitit seines Wesens“
(4], Nr. 171).0

Mit neuen Entdeckungen iiber
die Aufspaltung von Spektrallinien
in magnetischen und elektrischen
Feldern (Paschen-Back- und
Stark-Effekt) und mit dem Bohr-
schen Atommodell riickte 1913
die Atomtheorie ins Zentrum der
Diskussion. Am 19. Dezember 1913
prasentierte Schwarzschild in der
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Am astrophysikalischen Observatorium Potsdam (Ansichtskar-
te von 1930) war Karl Schwarzschild, hier in seinem Arbeitszim-
mer, von 1909 bis zu seinem Tod im Jahr 1916 Direktor.

Berliner Physikalischen Gesell-
schaft zwei Abhandlungen dazu:
Mit einer Arbeit zum Stark-Effekt
zeigte er, dass man die Konfigu-
ration eines um einen Atomkern
kreisenden Elektrons in einem
homogenen elektrischen Feld als
Grenzfall des himmelsmecha-
nischen Problems der Anziehung
nach zwei festen Zentren behan-
deln kann, ,,mit der Spezialisie-
rung, dass das eine Zentrum sehr
weit abriickt® [5]; die zweite Ab-
handlung beinhaltete den Versuch,
die klassische Lorentzsche Theorie
des (normalen) Zeeman-Effekts so
zu verallgemeinern, dass sich auch
komplexe Linienaufspaltungen er-
fassen lieflen [6].

Auch wenn diesen Anstren-
gungen kein Erfolg beschieden
war, befliigelten sie die Weiterent-
wicklung der frithen Atomtheorie.
Sommerfeld machte Schwarz-
schilds Stark-Effekt-Abhandlung
im Januar 1914 zum Gegenstand
eines Vortrags im Miinchner Phy-
sikerkolloquium ([4], Nr. 208). Im
darauf folgenden Wintersemester
1914/15 fand er ,einen interes-
santen Ansatz fiir den Stark-Effekt
aus der Bohrschen Theorie der
Wasserstofflinien®, wie er an Wil-
helm Wien schrieb ([4], Nr. 215).
Der Ansatz brachte Sommerfeld
auf den Weg zur Erweiterung des
Bohrschen Atommodells [7], und
Schwarzschild gehorte zu den ers-
ten, denen er davon berichtete:
»Was ich mache? Augenblicklich
Spektrallinien mit Volldampf und
mit marchenhaften Resultaten.®
Damit spielte er auf die ersten



Erfolge seiner Theorie an: Indem
er neben den Kreisbahnen des
Elektrons im Wasserstoffatom auch
Ellipsenbahnen zulief} und deren
Exzentrizitit quantelte, ergab sich -
bei relativistischer Berechnung des
Elektronenumlaufs - eine gréflere
Zahl von Spektrallinien mit einer
Feinstruktur, fir die ihm Friedrich
Paschen auch schon eine erste ex-
perimentelle Bestatigung lieferte.
»Das bedeutet natiirlich auch eine
wirkliche Theorie des Zeeman-
Effekts®, gab er sich optimistisch.
»Die Linienzahl im Stark-Effekt
kommt zweifellos aus derselben
Quelle“ ([4], Nr. 226).

Wettrennen mit Effekt

Zum Zeitpunkt dieser Korre-
spondenz war der Erste Weltkrieg
bereits seit mehreren Monaten im
Gange. Sommerfeld war mit 46
Jahren zu alt fiir den Kriegsein-
satz. Schwarzschild war fiinf Jahre
junger und hatte sich als Kriegs-
freiwilliger gemeldet. Er habe sich
als ,,deutscher Jude® zu diesem
Schritt besonders herausgefordert
gefiihlt, erklérte seine Frau spa-
ter ihren Kindern. Im September
1914 schickte man ihn als Leiter
einer Wetterstation nach Namur
in Belgien. Spater wurde er bei
einer Artillerieeinheit zuerst in
Nordfrankreich, dann in Russland
eingesetzt, wo er den Einfluss me-
teorologischer Faktoren wie Wind
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Paul Epstein, ein Schiler Sommerfelds,
lieferte sich mit Schwarzschild ein Wett-
rennen um die Theorie des Stark-Effekts.
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und Luftdichte auf die Flugbahn
von Geschossen untersuchte. Auch
Sommerfeld beschiftigte sich mit
verschiedenen kriegsphysika-
lischen Themen. Dass beide in die-
sen Kriegsmonaten entscheidende
Weichen fiir die weitere Entwick-
lung der Atom- und Quantenthe-
orie stellten, bedeutet nicht, dass
sie sich in den Elfenbeinturm der
reinen Wissenschaft zuriickzogen.
Sommerfelds Erweiterung des
Bohrschen Atommodells fiihrte
aber nicht so zwanglos zu einer
Theorie der Linienaufspaltung
beim Zeeman- und Stark-Effekt,
wie er sich erhoftt hatte. ,,Sie wer-
den von meiner Arbeit enttduscht
sein, kommentierte er im Februar
1916 die Versendung der beiden Ab-
handlungen, die er am 6. Dezember
1915 und 8. Januar 1916 der Baye-
rischen Akademie vorgelegt hatte.
Der Einfluss von elektrischen und
magnetischen Feldern wurde darin
nicht behandelt. Aber inzwischen
hatte auch Max Planck von ganz
anderer Warte aus eine Erweiterung
der Bohrschen Theorie vorgeschla-
gen und Sommerfelds Ergebnisse
- zu dessen grofler Genugtuung
- bestitigt. ,Bei so verschiedenem
Ausgangspunkt und so verschie-
dener Denkweise (Planck vorsichtig
und abstrakt, ich etwas draufgange-
risch und auf die Beobachtung di-
rekt loszielend) genau die gleichen
Resultate!“ ([4], Nr. 239). Schwarz-
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Arnold Sommerfeld
korrespondierte im
Fruhjahr 1916 mit
Schwarzschild tber
die Erweiterung des
Bohrschen Atom-
modells.

schild war jedoch keineswegs ent-
tauscht. ,,Ihre Spektrallinienarbeit
ist ein gewaltiger Schritt vorwarts®,
schrieb er postwendend zuriick. In
demselben Brief skizzierte er auch
gleich eine Methode, die der Theo-
rie eine zwingendere Form gab: den
Hamilton-Jacobi-Formalismus mit
Winkel-Wirkungsvariablen. Damit
lasse sich auch die relativistische
Kepler-Bewegung ,,schnurstracks®
berechnen. ,Ferner liefert diese
Vorschrift auch einen zwingenden
Ansatz fiir den Starkeffekt und den
Zeemaneffekt.“ Er befinde sich ,,auf
einer Dienstreise nach Briissel,
entschuldigte er die Kiirze seines
Briefes, und habe ,,gerade in der
Bahn Anwendung auf Zeeman-
effekt” versucht ([4], Nr. 240). Na-
here Ausfithrungen dazu blieb er
schuldig.

Um diese Zeit zeigten sich bei
Schwarzschild schon Symptome
einer Hautkrankheit (Pemphygus),
die sich rasch verschlimmerte und
seine Beurlaubung vom Kriegsein-
satz in Belgien zur Folge hatte. Sie
hielt ihn aber nicht davon ab, sich
weiter in die Quantentheorie zu
vertiefen. ,,Der Quantenhimmel
héngt voller Geigen. Schreiben Sie
mir doch bitte nach Potsdam®, so
gab er Sommerfeld zu verstehen,
dass er nun von zuhause aus die
Anwendung auf den Stark- und
Zeeman-Effekt weiter verfolgen
wollte ([4], Nr. 241).
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In seiner letzten
Arbeit Ubertrug
Karl Schwarzschild
den Hamilton-
Jacobi-Formalis-
mus mit Winkel-
Wirkungsvariablen
von der Himmels-
in die Atomme-
chanik.

Sommerfeld war begeistert.
»Dass Sie sich gleichzeitig in
Belgien und im Quantenhimmel
tummeln, imponiert mir sehr
schrieb er zurtick. Schwarzschilds
himmelsmechanische Methoden,
insbesondere die Verwendung von
Winkel-Wirkungsvariablen, seien
ihm zwar ,,nicht geldufig®, aber die
enge Berithrung mit der von ihm
selbst benutzten Quantisierung
mithilfe von Phasenintegralen
stimmte ihn zuversichtlich, ,dass
unsere Auffassungen nicht weit
auseinander gehen®. Dann be-
schrieb er auf mehreren Briefsei-
ten, wie er sich durch Einfithrung
eines dritten Phasenintegrals fiir
die rdumliche Quantisierung der
Bahnebene eine Theorie des Zee-
man-Effekts vorstellte. Allerdings
koénne man so nicht die anomale
Aufspaltung der Spektrallinien
erklaren, schriankte er ein. Das sei
noch ,,Mystik hoherer Ordnung®
(14], Nr. 243).

Den Stark-Effekt erkldrte Som-
merfeld zum Habilitationsthema
seines Mitarbeiters Paul Epstein.
Der erinnerte sich spiter an diese
Phase seiner Karriere sehr lebhaft,

248 Gesamtsitzang vom 4. Mai 1906, — Mittellung vom 30, Mirz

Zur Quantenhypothese,

Von K. Scmwarzseiinp.

(Vorgelegt am S0, Mirz 1916 [s. oben S, 435))

L

denn er verbrachte sie als ,,feind-
licher Auslander® (er war rus-
sischer Staatsbiirger) in einer Art
Hausarrest am Sommerfeldschen
Institut — und die Theorie des
Stark-Effekts wuchs sich zu einem
Wettlauf mit Schwarzschild aus [8].
»Gestern kommt Thr interessanter
Brief [...] und heute kommt Ep-
stein mit der allgemeinen Formel,
schrieb Sommerfeld am 24. Mirz
an Schwarzschild ([4], Nr. 246

und 247). ,Das ist aufregend! Thre
Schule trégt Friichte: Ich gratu-
liere Herrn Epstein®, so erkannte
Schwarzschild am 26. Mirz die
Prioritét Epsteins an ([4], Nr. 248).
Epsteins Publikation ,,Zur Theorie
des Starkeffekts“ ging am 29. Mérz
bei der Physikalischen Zeitschrift
ein [9], Schwarzschild legte seine
Abhandlung ,,Zur Quantenhypo-
these“ am 30. Mérz der Berliner
Akademie vor [10]. Darin behan-
delte er nicht nur den Stark-Effekt,
sondern auch die Quantisierung
eines rotierenden Molekiils (mit
Blick auf die Theorie der Banden-
spektren) nach der Methode des
Hamilton-Jacobi-Formalismus. Die
Arbeit erschien am 11. Mai 1916.

Am selben Tag erlag Schwarzschild
in einem Berliner Krankenhaus sei-
ner Hautkrankheit.

Ahnlich wie andere Ergebnisse
der ,,alten” Quantentheorie lieferte
die Epstein-Schwarzschildsche
Theorie des Stark-Effekts noch kei-
ne vollstandig befriedigende Erkla-
rung der experimentellen Befunde.
Erst die quantenmechanische
Behandlung im Jahr 1926 - wieder
durch Epstein - schuf hier Klarheit
[11]. Im Nachhinein ist es erstaun-
lich, dass mit den klassischen
Konzepten der vor-quantenme-
chanischen Theorien immerhin
teilweise Erfolge zu verzeichnen
waren. Schwarzschilds Pioniertat
als ,,Pfadfinder [12] in der frithen
Quantentheorie war die Ubertra-
gung des Hamilton-Jacobi-Forma-
lismus mit Winkel-Wirkungsvari-
ablen von der Himmelsmechanik
in die Atommechanik. Sommerfeld
machte sich umgehend daran, die-
ses Verfahren in die Atomtheorie
zu integrieren [13]. Dies sei ,.ein
wirklicher Kénigsweg* fiir die Lo-
sung von Quantenproblemen, so
wiirdigte er spéter diesen Formalis-
mus, der heute seinen festen Platz

in den Winkeln w,.

Dabei sinid die 2, (2 = 1,2 .-+ &) Konstanten,
proportionale Winkelpdten :

& wiL Fur v potliese 44
Ay == (e sty sy W W, e )
Vo= (et g oty ety 00, 00 s e 1D,

Die w, sind der Zeit

w, = mt-+ B,

(, und &, Konstauten, 5, smittlere Bewegnngs, S, Ausgangswert des
Winkels w,), und die a;, y sind periodiseh von der Periode 27

Man konn nun die «, stets so einrieliten, daB sie zu den w, ka-

44

§1. Die Q lings vou den HH, Prases'
undl SouerreLn® aul den Fall mechanischer Systeme von melireven Frei-
lieitsgraden erweitert worden. Das Problem bestelit darin, Prinzipien
fiir ilie Einteiling des Ph < in El gebi 1
leh mbichte hier zeigen, dal fiir eine wichtige Gruppe mechanischer
Probl cine Einteilung des Pl in fibersichtlicher Weise
erfolgen kann, indem man von ischen Variablen besti Art
Giebraneh macht. Die Einteilung deckt sich in vielen, aber uvicht in
allen Fallen mit den von den HH. Praxex und Somyeneein vorgeschlage-
nen Kinteilungen, Ieh fiihre weiterhin zwei Beispiele durch, die sich
anf die Theorie der elektrizchen Aufspaltung der Wasserstofflinien und
auf die Theorie der Bandenspektren bezichen.  Tlier, wie hei allen sonst
bishier behandelten Problemen, st die vorgesehlagene Einteilung wiler-
spruchslos durehfiiichar.  Widerspriiche kinnten sich in andern Fillen
mur aus der Bogrenzung des Phasenraumes (s, § 5) cvgeben,  Iel haho
cinstweilen nicht versucht, den Bereich von Problemen, in dem unsree
Einteilung wid i ist, von hercin alwug M

§ 2. lch beschrinke mich anf mechanische Systeme, deren Be-
wegung bedingt periodisch ist®. Dammter ist folgendes verstan-
den. Bedeuten die x; Koordinaten, welehe die Lage des Systems ein-

hypothese ist

leutig festl die g; die liirigen Tnpulskomy , F die
Encrgie, so lanten die Bewegungsgleichungen bei & Freiheitsgraden:
.«!.4',= dF ;!y4=_.31"‘ il

dt dy, i o

Die bedingt perindischen Systeme sind dadurch ausgezeichnet, daf (le
Losungen von der Form sind:

Y gen der fen Physikalisch Nschaft 1015, 5. 407 und 438,
3 Sitanngsber. der Kgl. Bayer. Akad. d. Wiss. 1915, 5. 425,
T Vgl & B €OV, L Coanvien, Mechanik dos Himmels, Bd. | (Leipaig 1903}
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noniseh konjuglerte Variable sind, Dann gehen die Dewegungs-
gleichungen tiber in:
do __OF dw _  OF
dt dur, i da,
La «, konstant ist, folgt:
a8 _
duw,

Die Energic ist nur Funktion der GroBen .

o, F=Fla,a )
Die Gleichungen fir
d::‘ lefern die =mittleren Bewegungens der Winkel w, als Funktionen
o
ler GriBen =,:

=4 i
Da n, eine reziproke Zeit ist, folgt hieraus, daB «, von der Dimension
ciner Wirkung (Energie mal Zeit) ist.  Wir wollen daler die «, als
» Wirkungsvarinble« (variabel i Hinbliek anf fufiere Stdmmgen des

Systems) im Gegensatz zu den = Winkelvariablens e, hezeichnen.
Das Volumen ddes Phasenvamns wind:

jﬂ’a, duw, da, du, - - - day e,

Es ergibt sich des Phasenraums: Jede
Winkelvariable 1o, hat dic Grenzen © und 27, Jede Wirknngsvariable
&, hat solehe Grenzen, daB von Grenze zu Grenze integriert:

J'.-u, din, = a7 [doy m 4 O Pl Nikongs

wird., Daraus folgt, daf die Grenzen von =, sind:

ey 1 Vohe Finteil

L
o, =& +m, % mi, ganzeahliy, die r, Konstanien,

© 2016 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim

[10]



im Arsenal physikalischer Metho-
den hat [14]. Hatte Schwarzschild
linger gelebt, wiirden wir ihn heute
vermutlich auch als Pionier der
Quantenphysik wiirdigen, auf einer
Stufe mit Personlichkeiten wie Niels
Bohr, Arnold Sommerfeld oder
Max Born.

»In den letzten Monaten seines
Lebens, als schon das tiickische
Leiden seinen Korper geschwiacht
hatte, gelang es ihm noch, eine
feinsinnige Untersuchung zur
Quantentheorie durchzufiithren, so
erinnerte auch Einstein in seinem
Nachruf auf Schwarzschild an diese
Pionierarbeit [15]. Ein Jahr spéter
lieferte Einstein selbst einen wich-
tigen Beitrag ,,Zum Quantensatz
von Sommerfeld und Epstein®, der
ahnlich wie Schwarzschilds letzte
Arbeit ,,Zur Quantenhypothese® in
seiner historischen Bedeutung lan-
ge unterschétzt wurde [16]. Erst mit
der Renaissance der ,,Semiklassik®
im letzten Drittel des 20. Jahrhun-
derts offenbarte sich das Potenzial,
das in diesen frithen Quantenan-
satzen steckte [17].

[7]

[8

[9
(10]

(11]
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