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Kritisch, aber nicht universell

Kritische Phanomene in Festkorpern sind infolge von raumlichen Anisotropien

weniger universell als gedacht.
Volker Dohm

Gasférmige und fliissige Phase einer Substanz lassen
sich oberhalb einer bestimmten Temperatur nicht
mehr unterscheiden. Obwohl diese kritische Tempe-
ratur fiir jede Substanz einen anderen Wert annimmt,
weisen die kritischen Punkte gewisse universelle
Eigenschaften auf, die unabhdngig sind von mikro-
skopischen Details. Diese Universalitat gilt fiir eine
Fiille an kritischen Phanomenen in unendlich groBen
Systemen, egal ob sie anisotrop sind wie Festkorper
oder isotrop wie Fliissigkeiten. In endlichen und
anisotropen Systemen spielen, wie kiirzlich gezeigt
wurde, mikroskopische Details jedoch eine Rolle.

haseniiberginge treten in vielfiltiger Form in

allen Bereichen der Physik der kondensierten

Materie auf [1]. So hat jede Substanz feste, fliis-
sige und gasférmige Aggregatzustinde oder ,,Phasen”
(Abb.1), zwischen denen Temperatur- oder Druckiande-
rungen Ubergénge induzieren kénnen. Bekannte Bei-
spiele fiir Phaseniibergdnge innerhalb des festen Ag-
gregatzustands sind magnetische Uberginge, z. B. vom
paramagnetischen Zustand ohne Magnetisierung zum
ferromagnetischen Zustand mit endlicher Magnetisie-
rung. Abb. 2 zeigt das Phasendiagramm eines einfachen
Ferromagneten mit duflerem Magnetfeld H, der un-
terhalb einer Curie-Temperatur T, eine spontane Ma-
gnetisierung M auch noch im Fall H > 0 besitzt. Dabei
kann M in verschiedene Raumrichtungen orientiert
sein. Innerhalb des Magneten konnen auch Doméanen
mit verschieden orientierten Magnetisierungen existie-
ren. Die Koexistenzkurve zwischen den gasférmigen
und fliissigen Phasen in Abb. 1ist analog zu der horizon-
talen Koexistenzkurve in Abb. 2 (bei Magnetfeld H=0)
zwischen den magnetischen Phasen mit verschiedener
Orientierung von M.

Die Ursache fiir die makroskopische Magnetisie-
rung M ist ein kooperativer Effekt, bei dem sich die
magnetischen Momente benachbarter Atome aufgrund
einer quantenmechanischen Austauschwechselwir-
kung bevorzugt parallel ausrichten. Dem wirken die
unregelmifligen Einfliisse thermischer Schwankungen
entgegen, sodass oberhalb der Curie-Temperatur T. die
Magnetisierung verschwindet, wenn kein ordnendes
Magnetfeld existiert. Da M ein Maf3 fiir die magne-
tische Ordnung darstellt, bezeichnet man diese Grof3e
als Ordnungsparameter. Die analoge Grof3e bei einer
Fliissigkeit ist die Differenz der Massendichte p im
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flissigen und gasformigen Aggregatzustand, pa - pgas,
da die Dichtedifferenz ebenfalls fiir T > T. kontinuier-
lich verschwindet.

Aufgrund thermischer Schwankungen fluktuiert die
lokale Magnetisierung eines Ferromagneten um ihren
Mittelwert; dabei sind die Fluktuationen an verschie-
denen Orten nicht unabhingig, sondern korreliert auf-
grund der Austauschwechselwirkung, wenn die Orte
nicht wesentlich weiter als eine gewisse Lange vonei-
nander entfernt sind. Ahnliches gilt auch fiir Dichte-
fluktuationen in Flissigkeiten. Diese Korrelationslange
& ist wichtig, um Phaseniibergidnge zu charakterisieren.

Zwischen den Korrelationen in Fliissigkeiten und
Festkorpern gibt es jedoch einen wichtigen physi-
kalischen Unterschied: die Anisotropie. Infolge der
Kristallsymmetrie sind in Festkorpern gewisse Raum-
richtungen ausgezeichnet. Dementsprechend hangen

m Kritische Exponenten und thermodynamische Skalen-
funktionen unendlich groBer Systeme sind unabhéngig
von mikroskopischen Details der Wechselwirkung.

m Kritische Phanomene in unterschiedlichsten Systemen
lassen sich in Universalitatsklassen einteilen.

m Zu den grof3ten Erfolgen der theoretischen Physik der
letzten Jahrzehnte gehort es, diese Universalitat sowie
das sog. Skalenverhalten und die Zwei-Skalen-Univer-
salitat erklart zu haben.

m Neuere Ergebnisse zeigen jedoch, dass sich isotrope
und anisotrope Systeme innerhalb einer Universalitats-
klasse unterscheiden und eine erhebliche Vielfalt an
kritischen Phdnomenen vorliegt.
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1) Das gilt abgesehen
von Spezialféllen mit
sog. »starker Anisotro-
pie, z. B. an Lifschitz-
Punkten [4], wo v
richtungsabhingig wird.

die Korrelationen der Magnetisie- H
rungsfluktuationen in Festkorpern
von der Richtung ab, im Gegensatz
zu den Dichtefluktuationen in iso- b

M>0
Ferromagnet

gewissem Grade unempfindlich
gegeniiber mikroskopischen Details:
Bei T. tritt weitgehende Universa-

Paramagnet litat thermodynamischer Eigen-

tropen Fliissigkeiten. Aus diesem Voo
Grunde kénnen in magnetischen
Systemen mit nicht-kubischer Sym-
metrie drei verschiedene magne-
tische Korrelationslidngen {@, a =

1, 2, 3, in Richtung gewisser Haupt-
achsen vorliegen.

Sowohl in Fliissigkeiten als auch
in Festkorpern sind derartige Korrelationsldngen typi-
scherweise von mikroskopischer Gréf3enordnung; dies
gilt auch auf den Koexistenzlinien in Abb. 1 und 2. Eine
Besonderheit tritt jedoch an kritischen Punkten auf.

Ferromagnet
M<0

Dimensionen und Komponenten

Jede Substanz hat eine kritische Temperatur T, ober-
halb derer sich fliissige und gasférmige Phasen nicht
mehr unterscheiden lassen (Abb.1). Beim Ferroma-
gneten spielt die Curie-Temperatur die Rolle der kri-
tischen Temperatur T.. Jede Substanz hat ihr eigenes
T, und alle mikroskopischen Details der Wechselwir-
kung beeinflussen den Wert von T, d. h. dieser Wert
ist nicht universell. Insbesondere beeinflusst auch die
Anisotropie von Festkorpern den Wert von T-.

Eine universelle, d. h. allgemeingiiltige Gemeinsam-
keit aller kritischen Punkte ist jedoch das unbegrenzte
Anwachsen der Korrelationslangen fiir T > T, nach
einem Potenzgesetz, also proportional zu | T-T¢|™
mit einem ,,kritischen Exponenten® v. Hinreichend
nahe bei T, konnen Korrelationslangen makrosko-
pische Groflenordungen annehmen, obwohl die ato-
maren Wechselwirkungen nur von mikroskopischer
Reichweite sind. Dies macht kritische Phdanomene in
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Abb.3  Unter Schwerelosigkeit wurde die spezifische Warme in

der Nahe der kritischen Temperatur T) am superfluiden Pha-
senlibergang von Helium-4 sehr genau gemessen (Symbole).
Die durchgezogene Linie zeigt die Anpassung mit der Potenz-
funktion |T- T, und dem kritischen Exponenten a= -0,0127.
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Abb.2 Ein einfacher Ferromagnet geht
je nach Magnetfeld und Temperatur in
eine ferro- oder paramagnetische Phase.

T schaften auf 2, 3]. So hingt der Wert
von v nicht von der Anisotropie ab."

Im Falle des Ferromagneten
lasst sich das thermodynamische
kritische Verhalten vollstindig
durch die freie Energie F(T, H) als
Funktion der Temperatur T und des
»ordnenden Feldes“ H beschreiben.
Fiir H=0 ist die (auf ks T bezogene) freie Energie pro
Volumen f=F/(ksTV) im thermodynamischen Limes
V 5> oo eine nichtanalytische Funktion der Temperatur
T mit einem singuldren Anteil f; ~ |T- T.[**. Dies
impliziert eine singulare Temperaturabhingigkeit
anderer thermodynamischer Grofen, z. B. der spe-
zifischen Wirme C ~ |T- T.|™ mit einem kritischen
Exponenten « (Abb.3) oder des Ordnungsparameters
M ~ (T.- T)” mit einem kritischen Exponenten f3. Die
Universalitét kritischer Phdnomene spiegelt sich nun
in der Tatsache wider, dass alle kritischen Exponenten
a, f3, v,... unabhingig von mikroskopischen Details
werden, also auch unabhéngig von den Anisotropien
eines Festkorpers.

Kritische Exponenten lassen sich mit grofier Ge-
nauigkeit unter Schwerelosigkeit messen, weil dann
die gravitationsbedingten Inhomogenititen entfallen.
So gelang es in einem Weltraumexperiment, das Po-
tenzgesetz der spezifischen Wirme (~ |T- Ty ™) an
der kritischen Temperatur Ty des superfluiden Phasen-
tibergangs von “He mit extrem hoher Temperaturauf-
16sung (T - T = 10~ K) zu bestitigen (Abb.3).

Kritische Exponenten sind in gewissem Sinne
Naturkonstanten, da sie nicht von mikroskopischen
Details wie Gitterstruktur und der Art der internen
Wechselwirkung des Materials abhdngen (abgesehen
von langreichweitigen Wechselwirkungen). Sie hingen
lediglich von zwei allgemeinen Systemeigenschaften
ab: von der Dimension d des Systems (d =3 fiir ge-
wohnliche Systeme und d=2 fiir Filme und Schicht-
systeme) sowie der Zahl n der Komponenten des
Ordnungsparameters. Daher lassen sich kritische Pha-
nomene in ,,Universalititsklassen” einteilen, die alleine
durch die Angabe von d und n charakterisiert sind
(Tabelle). Die Universalititsklasse mit (d, n=2) zeigt eine

" Universalitatsklassen

n Ordnungsparameter Systeme

nach [1]

1 Magnetisierung M,
Dichtedifferenz pn - pgas

2 Magnetisierung M =(M,, M)
komplexe Wellenfunktion

uniaxiale Magnete
Flussigkeiten

planare Magnete
superfluides *He

Y=g + i, Supraleiter
3 Magnetisierung magnetische
M = (M, My, M) Systeme

Tab.1 Universalitatsklassen sind charakterisiert durch die Di-
mension d sowie die Zahl n der Komponenten des Ordnungs-
parameters. So gehéren Magnete, deren Magnetisierung nur
entlang einer Achse orientiert sein kann, sowie gewohnliche

Flussigkeiten in eine Klasse mitn=1.
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erstaunliche Vielfalt: Sie enthalt ,,planare“ Magnete

mit einer zweikomponentigen Magnetisierung ebenso
wie den A-Ubergang von normalfliissigem zu super-
fluidem “He sowie den Ubergang von Normalleitern zu
Supraleitern, weil sich sowohl das Bose-Kondensat von
superfluidem *He als auch der supraleitende Zustand
durch eine komplexe Wellenfunktion beschreiben
lassen. Eine Universalitdtsklasse enthdlt somit sowohl
isotrope Systeme (Fliissigkeiten) als auch anisotrope
Systeme (Festkorper).

Skalen und Universalitat

Zu den wichtigsten Erfolgen der Theoretischen Physik
der letzten Jahrzehnte gehort es, diese Universalitat
sowie zwei weitere Konzepte, die innerhalb einer Uni-
versalititsklasse eine wichtige Rolle spielen, erklirt zu
haben [2].

Da ist zundchst das Skalenverhalten. Darunter ver-
steht man, dass sich die freie Energie f, die eine Funk-
tion von zwei unabhéngigen Variablen T und H ist, auf
die Form

f(tH) = At W(AH/|t) (1)

mit einer ,,Skalenfunktion® W(z) reduziert, die nur
noch von einer (kombinierten) Variablen z=A,H/|t|**
abhingt, wobei t= (T-T.)/T. ist. Als Folge davon haben
alle thermodynamischen Grof3en analoge Skalen-
formen, z. B. die Magnetisierung

M(t,H) = - ofi(t, H)/oH= B |t|} W(AH/|t]?), (2)

mit B, = - AjA, und ¥(z)=W'(2z). Sowohl die kritischen
Exponenten a,  und § als auch die Funktionen W(z)
und Y(z) sind ,,universell®. Dies hat zur Folge, dass
Kurvenscharen von M(t, H) zu verschiedenen t und
von verschiedenen Systemen innerhalb derselben
Universalititsklasse auf eine einzige universelle Kurve
¥(z) zusammenfallen, wenn man eine reskalierte Auf-
tragung M(t, H)/(B,|t[) als Funktion von A,H/|t|" be-
nutzt (Abb. 4). Auch raumliche Korrelationsfunktionen
haben eine universelle Skalenstruktur. Aufgrund dieser
Eigenschaft lasst sich die Zahl der kritischen Expo-
nenten von zunéchst sieben auf nur zwei unabhéingige
reduzieren [3].

Dariiber hinaus bedeutet die Zwei-Skalen-Univer-
salitat, dass es bei Kenntnis der universellen Grofien
geniigt, lediglich zwei nichtuniverselle Parameter A,
und A, anzugeben, um das kritische Verhalten eines
bestimmten Systems dieser Universalittsklasse zu
beschreiben — einschliellich aller Korrelationsfunk-
tionen.

Diese Eigenschaften wurden zwar nur fiir unendlich
grofle Systeme bewiesen, die Zwei-Skalen-Universalitit
dariiber hinaus auch nur fiir isotrope Systeme, sie
galten aber als so weitgehend giiltig, dass sie auch auf
endliche Systeme mit einer (hinreichend grofien) cha-
rakteristischen Lange L erweitert wurden [2]. In end-
lichen Systemen sind alle Singularitdten abgerundet,
wie Abb.5 am Beispiel der spezifischen Warme C(t,L)
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Abb.4 Tragt man die Magnetisierung
M(t, H) verschiedener Systeme derselben
Universalitatsklasse als Funktion des Ma-
gnetfeldes H fiir verschiedene relative
Temperaturen t=(T-T.)/T. auf, so ergibt
sich eine ,bunte” Kurvenschar (a). Bei ei-

am superfluiden Phaseniibergang von *He zeigt. Diese
Abrundungen hingen von der geometrischen Form
der Begrenzung ab. Dennoch existiert bei gegebener
Geometrie eine Skalenstruktur, die fir die freie Ener-
gie f, die Form

f(t, H,L) = L* F(GtL", CGHLF") (3)

hat [2]. Dabei hingt £von den Randbedingungen ab.
Argumente der Renormierungsgruppentheorie fiir
isotrope Systeme [8] sowie exakte Modellrechnungen
und Monte-Carlo-Simulationen stiitzen Gl. (3), die in
der Literatur unter dem Begriff ,finite-size scaling®
bekannt ist. Sie impliziert eine Reduktion der drei Va-
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Abb.5 Je starker die Ausdehnung von Helium-4 eingeschrankt
wird, desto ,runder” wird die Singularitat der spezifischen War-
me in der Nahe des superfluiden Phaseniibergangs. Die obere
Kurve des unendlichen Systems entspricht Abb. 3, die Symbole
darunter zeigen die Ergebnisse flr einen Film der Dicke L,
einen Zylinder mit Grundflache L2 bzw. einen Wiirfel mit Volu-
men 3, L=1um.
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aus [7]

>

z=AH/ |1

nach [6]

ner gemal Gl. (2) skalierten Auftragung
fallen diese Kurven hingegen auf eine
einzige universelle Funktion ¥ mit zwei
Zweigen ¥, und Y. fur T>T. und T<T..
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2) Dabei wurde ein an-
isotropes Kontinuums-
modell zugrunde gelegt,
bei dem die diskreten
Spinvariablen des Ising-
Modells durch kontinu-
ierliche einkomponen-
tige Feldvariable ersetzt
wurden. Der Ordnungs-
parameter ist in beiden
Modellen einkomponen-
tig, deswegen gehoren
beide Modelle zur selben
Universalititsklasse mit
d=3,n=1.

riablen t, H, L auf nur zwei kombinierte Variable und
hat grofe praktische Bedeutung bei der Analyse von
Computersimulationen kleiner Modellsysteme gewon-
nen. Dabei wurde die Hypothese aufgestellt, dass die
dimensionslose Skalenfunktion #(x, y) nicht von mi-
kroskopischen Kopplungen abhéngt, sondern dass sich
alle nichtuniversellen Details in den beiden Konstanten
Ciund C, absorbieren lassen [2] — dies entspricht einer
Erweiterung der Zwei-Skalen-Struktur aus Gl. (1) auf
endliche Systeme.

Die postulierte Universalitit von £(x, y) impliziert,
dass am kritischen Punkt =0, H=0 die Amplitude
F(0,0) eine universelle Zahl ist, die charakteristisch fir
die betreffende Universalitatsklasse ist (bei gegebener
Geometrie und Randbedingungen). Diese einfache
Aussage hat sich kiirzlich als unzutreffend erwiesen
[9 - 11], wie Monte-Carlo-Simulationen am anisotropen
Ising-Modell bestitigt haben [12].

Anisotropie entscheidet

Als Modell fiir einen Ferromagneten sei das zwei-
dimensionale Ising-Modell mit Kopplungen K > 0
zwischen benachbarten Elementarmagneten (,,Spins“
mit zwei moglichen Orientierungen o; = 1) auf einem
Quadratgitter in einem Magnetfeld H betrachtet

(Abb. 6a). Je nach Wahl weiterer Kopplungen existieren
zahlreiche Ising-Modelle mit einem ferromagnetischen
kritischen Punkt. Dennoch besitzen alle diese Modelle
dank der Universalitdt dieselben kritischen Exponenten
und dieselben Skalenfunktionen W(z) und ¥(z).

Zur Illustration der Rolle der Anisotropie betrach-
ten wir Diagonalkopplungen J zwischen tibernéchs-
ten Nachbarn in (I, 1)-Richtung. Diese Kopplungen
zeichnen die Diagonalen aus, d. h. das System wird fiir
J # 0 anisotrop. Sowohl fiir ] = 0 als auch fiir J > 0 hat
das Modell einen ferromagnetischen kritischen Punkt
derselben Universalitatsklasse mit d = 2, n = 1, d. h. die
Skalenfunktionen W(z) und ¥(z) sind unabhangig von
J. Dies gilt sogar auch noch fiir ] < 0, sofern J/K nicht
zu stark negativ wird. Auch das Hinzuftigen weiterer
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Abb.6 Elementarzelle des zweidimen- J (a) und die dreidimensionale Verallge-

sionalen Ising-Modells auf einem

meinerung (b).

Quadratgitter mit anisotroper Kopplung
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Kopplungen (sofern sie nicht zu stark sind) wiirde die
universellen Grofien nicht déndern. Analoge Aussagen
gelten fiir dreidimensionale Systeme (Abb. 6b).

Die grundlegende Frage, ob es geméaf3 Gl. (3)
universelles kritisches Verhalten auch fiir endliche
Systeme gibt, ldsst sich an endlichen Ising-Modellen
in zwei oder drei Dimensionen mit quadratischer
oder kubischer Form der Lange L untersuchen. Ins-
besondere kann man sich dabei auf die behauptete
Universalitét der kritischen Amplitude £(0, 0) kon-
zentrieren. Eine Berechnung von £(0, 0) mithilfe der
Renormierungsgruppentheorie fiir =3 und perio-
dische Randbedingungen hat nun kiirzlich gezeigt,
dass £(0, 0) explizit von dem Anisotropieparameter
J/(K+2]) abhingt (Abb.7) [11].” Mit analogen Metho-
den ldsst sich zeigen, dass die Universalitat auch fiir
nicht-kubische Geometrien mit realistischen Rand-
bedingungen verletzt ist. So zeigte kiirzlich eine
exakte Modellrechnung, dass die zu #(0, 0) propor-
tionale ,,Casimir- Amplitude® [13], die in der Literatur
tiber lange Zeit als universell galt, in Schichtsystemen
mit verschiedenen Randbedingungen explizit von der
Anisotropie abhingt [9, 14].

Diese Ergebnisse haben weitreichende Konse-
quenzen fiir alle kritischen Skalenfunktionen von be-
obachtbaren Groflen in realen begrenzten anisotropen
Systemen, z. B. der spezifischen Warme, der Magne-
tisierung oder der kritischen Casimir-Kraft [13]. Bei-
spiele fiir derartige Systeme sind anisotrope Supraleiter
[15,16], anisotrope magnetische Systeme sowie Fest-
korper mit strukturellen Phaseniibergiangen [17]. Auch
sog. Quantenphaseniiberginge [18] in Festkorpern
nahe bei T=0 (wo Quantenfluktuationen wichtiger als
thermische Fluktuationen sind) werden von nichtuni-
versellen Anisotropien beeinflusst. Generell gilt, dass
tiir die grofie Unterklasse von anisotropen Systemen
(mit nichtkubischer Symmetrie) alle L-abhéngigen
Skalenfunktionen nicht universell sind.

Bislang ist es nicht gelungen, die in Abb.7 gezeigte
theoretische Vorhersage fiir die freie Energie in drei
Dimensionen durch Experimente oder durch Modell-
Simulationen zu tiberpriifen. Ebenso aussagekriftig
sind jedoch Monte-Carlo-Simulationen an zweidimen-
sionalen Modellen, die wesentlich weniger Rechner-
kapazitit benotigen als dreidimensionale Modelle.

Das fiir zweidimensionale Ising-Modelle am ge-
nauesten untersuchte Maf fiir kritische Fluktuationen
ist die von Binder eingefiithrte dimensionslose Kom-
bination U = 1 - 1/3 {¢*)/{¢°)* der zweiten und vierten
Momente (¢*) und {¢*) der statistischen Verteilung der
Magnetisierung o = ¥; 0; [19]. Mithilfe von U ldsst sich
in Computersimulationen bequem ein kritischer Punkt
lokalisieren. Am kritischen Punkt t=0, H=0 hingt
die ,,kritische Binder-Kumulante“ U, fiir hinreichend
grofSes L direkt mit partiellen Ableitungen der Skalen-
funktion F(x, y) der freien Energie zusammen. Somit
muss sich die in Abb. 7 gezeigte Nichtuniversalitit von £
auch auf U, auswirken.

Monte-Carlo-Simulationen von Selke und Shchur
fiir das anisotrope zweidimensionale Ising-Modell er-
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Abb.7 Gemal der Zwei-Skalen-Universalitat der traditionellen
Theorie sollte die Amplitude £=F(0, 0) nach Gl. (3) auch fir
ein Ising-Modell mit anisotroper Kopplung nicht von dem
Anisotropieparameter J/(K+2J) abhdngen (gestrichelt). Rech-
nungen mithilfe der Renormierungsgruppentheorie zeigen
jedoch, dass dies nicht zutrifft (blau) [11].

gaben vor Kurzem tatséchlich eine nichtmonotone Ab-
héngigkeit U.(J/K) von dem Kopplungsverhaltnis J/K
im Bereich positiver Kopplung J [12], in quantitativer
Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der Renormie-
rungsgruppentheorie (Abb. 8). Neueste Simulationen
auch im Bereich negativer J weisen ebenfalls nicht-
universelles Verhalten in Ubereinstimmung mit der
theoretischen Vorhersage auf [20]. Damit ist bestatigt,
dass Skalenfunktionen anisotroper begrenzter Systeme
nicht universell sind.

Theoretische Beschreibung anisotroper Systeme

Obige am Beispiel des Ising-Modells illustrierten
Ergebnisse lassen sich bereits im Rahmen eines ein-
fachen Ginzburg-Landau-Modells plausibel machen
(Infokasten). Der Effekt einer raumlichen Anisotropie
auf kritisches Verhalten wird durch eine ,, Anisotropie-
matrix“ A beschrieben; fiir das diskutierte zweidimen-
sionale Ising-Modell ist die Matrix A nichtdiagonal,

A=c (K;] K{r] ) (4)

Eine Hauptachsentransformation auf Diagonalform
zeichnet Eigenvektoren (Hauptachsen) e” und e® aus,
in deren Richtungen die in der Einleitung erwédhnten
Korrelationslingen £V= &|¢|™ und £@= &7t ver-
schiedene Amplituden &§besitzen.

Der entscheidende Punkt zum qualitativen Ver-
stindnis der Nichtuniversalitit in endlichen Systemen
ist der folgende: Die Orientierung der Hauptachsen-
richtungen relativ zur Orientierung der Oberflichen
des endlichen Systems beeinflusst die physikalischen
Groflen (anders als in unendlich groflen Systemen, bei
denen keine Berandungen existieren). Verschiedene
Festkorper derselben Universalititsklasse und mit der-
selben geometrischen Form, aber mit verschiedenen
anisotropen Kopplungen besitzen deswegen verschie-
dene Hauptachsenrichtungen und verschiedenes
kritisches Verhalten. Dies ist eine Quelle von nichtuni-

© 2009 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim

UBERBLICK :

versellen Anisotropieeffekten, die auch am kritischen
Punkt einen messbaren physikalischen Einfluss haben
und in Fliissigkeiten nicht auftreten.

Diese qualitativen Uberlegungen bediirfen natiirlich
einer quantitativen Absicherung auf der Basis einer
statistischen Theorie mit Beriicksichtigung der kri-
tischen Fluktuationen. Eine solche Theorie liefert das
sog. ¢*-Modell?, das sich mithilfe der feldtheoretischen
Renormierungsgruppentheorie systematisch unter-
suchen lasst [11]; dies fithrt dann auf die in Abb.7 und 8
gezeigten Ergebnisse.

Die statistische Theorie auf der Basis des Ginzburg-
Landau-Funktionals (ii) lasst sich ganz allgemein auf
reale anisotrope Systeme mit einem kritischen Punkt
anwenden, wobei A, phdanomenologische Anisotro-
pieparameter sind, die sich fiir das jeweilige System
durch Streuexperimente (z. B. Licht- oder Neutro-
nenstreuung) identifizieren lassen. In d Dimensionen
enthalt A bis zu d(d+1)/2 unabhéngige Parameter.
Dies ist der Grund dafiir, dass — statt der Zwei-Skalen-
Universalitit — in anisotropen Systemen eine ,,Multi-
Parameter-Universalitat® mit bis zu d(d+1)/2 +1 nicht-
universellen Parametern, d. h. sieben Parametern in
drei Dimensionen, gilt. Die Amplituden & der Korre-
lationslingen & sind proportional zu den (positiven)
Eigenwerten von A. Anisotropieeffekte werden beson-
ders grof} in der Nahe eines ,,Lifschitz-Punktes® [4], an
dem ein Eigenwert von A gegen Null geht.

Die Anisotropieparameter Az beeinflussen nicht
nur Skalenfunktionen physikalischer Groflen endlicher
Systeme (vgl. Abb.7 und 8), sondern auch die Korre-
lationsfunktionen, Korrelationsldngen sowie gewisse
Amplitudenrelationen am kritischen Punkt unendlich
grofSer anisotroper Systeme. Der direkte physikalische
Einfluss der Anisotropie auf das kritische Verhalten in
unendlich grofien Systemen ldsst sich an folgendem

3) Dieses Modell hat das
statistische Gewicht
eXpl-Fansop/ksT] mit
Funisotrop{@p; A} von GL. ii
im Infokasten, wobei al-
lerdings jetzt ¢(x) statis-
tische Variable sind.

DAS ANISOTROPE GINZBURG-LANDAU-MODELL

Traditionell beschreibt man das kri-
tische Verhalten isotroper Systeme
mithilfe des Energiefunktionals
Fisotrop{®@(x)} der Landau-Theorie fiir
die kontinuierliche Variable ¢(x) im
d-dimensionalen Volumen V

Fiso(rop{fp} S Iddx [% (PZ + %(V(P(X))Z
v
+uogt|, ()

wobei ro proportional zu T-T. ist. Der
Ordnungsparameter ¢ und die freie
Energie Fisowrop{®} €rgeben sich (unter
Vernachlassigung von Fluktuationen)
aus der Minimierung von Fisotrop beziig-
lich ¢ bei gegebenen Randbedin-
gungen. Der Effekt einer radumlichen
Anisotropie lasst sich nun durch einen
Term mit einer ,Anisotropiematrix”
A=(Aqp) beschreiben, der den isotro-
pen Gradiententerm (Vo(x))? ersetzt:

Fanisatrop{‘p;A} :vfddx [% (02 + (i)
: Aap dp 9 4
57 oxa oxg P

Dabei treten die anisotropen Kopp-
lungen des mikroskopischen Gitter-
systems nur noch in der Form der
Matrixelemente Aqs auf, die durch
die zweiten Momente der mikrosko-
pischen Kopplungen J;; zwischen den
N Gitterpunkten x; und x;

N

Adg = Apa = N_1Z:‘(Xia = Xja) (Xig = Xjp) Ji

gegeben sind. Hier bedeuten a und 8
kartesische Indizes (1, 2, 3 fir d=3). Im
einfachsten Fall einer kubischen An-
isotropie ist die Matrix A einfach pro-
portional zur Einheitsmatrix. Nicht-
trivial ist erst eine nicht-kubische An-
isotropie. Im Allgemeinen ist dann die
Matrix A nichtdiagonal. Sie lasst sich
aber durch Hauptachsentransformati-
on diagonalisieren. Dadurch werden
Eigenvektoren (Hauptachsen) e aus-
gezeichnet, in deren Richtungen die
Korrelationslangen §9= 9|t ver-
schiedene Amplituden €@ besitzen.
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Abb.8 Fur das zweidimensionale anisotrope Ising-Modell
zeigen sowohl Monte-Carlo-Simulationen (Symbole) als auch
die Renormierungsgruppentheorie (blaue Kurve), dass die Dif-
ferenz AU, = U.(J/K) — U(0) der kritischen Binder-Kumulante U.
nicht verschwindet.

einfachen Beispiel illustrieren. Aus der Theorie iso-
troper Systeme ist der Begriff des sog. Korrelationsvo-
lumens bekannt: Dieses Volumen ist kugelformig mit
einem Radius der Korrelationslinge &, und das Produkt
aus der freien Energie f(¢, 0) und dem Korrelations-
volumen (47/3) &* ist universell [2]. In (dreidimensio-
nalen) anisotropen Systemen jedoch gibt es nicht nur
ein & sondern drei Korrelationsldngen &9, a = 1,2, 3.
Daher nimmt das Korrelationsvolumen die Form
eines Ellipsoids mit einem Volumen (471/3) EVEPED
an, das direkt von den nichtuniversellen Anisotropie-
parametern A,g abhédngt. Somit besitzen verschiedene
anisotrope Systeme derselben Universalititsklasse
verschieden geformte Korrelationsvolumina. Man
kann zeigen, dass dementsprechend in anisotropen
Systemen das Produkt fi(, 0) EVEPE® eine universelle
Grofe ist [9, 11]. Es gibt weitere Amplitudenrelationen
am kritischen Punkt, die von der Korrelationslange
abhingen und in der traditionellen Theorie nur fiir
isotrope Systeme formuliert wurden [2]: Solche Relati-
onen unterscheiden sich fiir isotrope und anisotrope
Systeme, obwohl es sich um Systeme derselben Univer-
salitatsklasse handelt.

Der ,,Hamiltonian® (ii) ist noch unvollstindig inso-
fern, als er nur Systeme mit kurzreichweitigen Wech-
selwirkungen beschreibt. Reale Fliissigkeiten haben je-
doch eine langreichweitige van-der-Waals-Wechselwir-
kung. Obwohl diese nicht die kritischen Exponenten
verandert, verursacht sie zusatzliche nichtuniverselle
Effekte in den Korrelationsfunktionen sowie in den
thermodynamischen Gréflen begrenzter Systeme sogar
im isotropen Fall [11].

Zusammenfassung

Um das kritische Verhalten anisotroper Systeme zu be-
schreiben, ist es notwendig, innerhalb einer Universali-
tatsklasse Unterklassen von isotropen und anisotropen
Systemen zu unterscheiden. Isotrope und anisotrope
Unterklassen haben zwar dieselben kritischen Expo-
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nenten und thermodynamischen Skalenfunktionen
fiir unendlich grofle Systeme, aber eine verschiedene
Anzahl von Korrelationsldngen und nichtuniver-
sellen Parametern, verschiedene Skalenfunktionen in
begrenzter Geometrie, verschiedene raumliche Kor-
relationsfunktionen und verschiedene kritische Am-
plitudenrelationen. Somit liegt innerhalb einer Univer-
salitatsklasse eine erhebliche Diversitat kritischer Pha-
nomene vor, die in der bisherigen Literatur weitgehend
ibersehen worden ist.

Als allgemeine Kernaussage bleibt festzuhalten: In
Festkorpern mit nichtkubischer Symmetrie bleibt die
Anisotropie auch am kritischen Punkt trotz der unend-
lichen Reichweite kritischer Korrelationen dominant
und verursacht eine stirkere Nichtuniversalitat kri-
tischer Phdnomene in Festkorpern als in Fliissigkeiten
innerhalb derselben Universalititsklasse.
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