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Alles aus dem Nichts

Wie nach der Schleifenquantengravitation aus dem absoluten Vakuum die Raumzeit entsteht.

Martin Bojowald

Eine Quantentheorie der Gravitation ist ein noch
unerreichtes Ziel der Physik. Ein Ansatz ist die so ge-
nannte Schleifenquantengravitation. Diese startet
von einer absoluten Leere und versucht sich an der
mathematischen Konstruktion des gesamten Univer-
sums. Konkrete kosmologische Testmoglichkeiten
sind in den letzten Jahren in Reichweite geriickt.

as Vakuum der modernen Physik ist keinesfalls

vollkommen leer, denn dank der Unschirfe ge-

borgter Energie blitzen selbst im leeren Raum
immer Teilchenpaare auf, um rasch wieder zu verge-
hen. Im Mittel ist und bleibt das Vakuum dennoch leer.
Aber stimmt das wirklich? Leerer Raum hat immerhin
noch etwas: Raum. Und Raum, samt Zeit, ist nach der
Allgemeinen Relativitdtstheorie kein absolut gege-
benes Geriist und immun gegeniiber physikalischem
Geschehen, sondern selbst ein wandelbares Objekt. Im
expandierenden Universum dehnt sich der Raum aus,
gemifd Einsteins Gleichung der Verteilung der Materie
gehorchend. Im Inneren Schwarzer Locher kann sich
der Raum dagegen géinzlich zusammenziehen. Die
Zeit vergeht mal schneller, mal langsamer, je nach-
dem, wie grof$ das Gravitationspotential am Ort einer
Messung im Vergleich zu dem an der Signalquelle ist.
Raum und Zeit werden durch die Materie — oder auch
allein durch sich selbst — verbogen und gekriimmt.
Der Raum mit seinem Volumen, seiner Expansion und
seinen geometrischen Eigenschaften ist damit als phy-
sikalisches Objekt anzusehen, ebenbiirtig mit, wenn
auch ganz verschieden von der Materie.

Die klassischen Konsequenzen wie Laufzeitverzo-
gerung und Lichtablenkung sind bekannt, doch was
bedeutet das fiir die Quantentheorie? Wenn Raum und
Materie als gleichberechtigt anzusehen sind, so geht
der Begriff des Vakuums nur den halben Weg. Sollte
das letztendliche Vakuum nicht frei von allen physi-
kalischen Anregungen sein, selbst von Raum? Um uns
den leersten Raum vorzustellen, miissen wir die Ein-
sichten der Allgemeinen Relativititstheorie mit denen
der Quantentheorie verbinden. Erst dann kann es ge-
lingen, die vollkommene Leere zu verstehen. Schon das
materielle Vakuum wird gemeinhin als ,,das Nichts*
bezeichnet. Das Vakuum der Quantengravitation ist
gewissermaflen ,,nichter.

Wenn man die Sprache so weit dehnen muss, kann
eigentlich nur noch die Mathematik weiterhelfen. Es

In der Schleifenquantengravitation ist der  ergeben sich neuartige Konsequenzen

Raum aus diskreten Bestandteilen aufge- ~ besonders fiir den Urknall — oder die Zeit
baut, deren Wechselwirkung die Expan- davor. Die Farben deuten die Anregungs-
sion des Universums beschreibt. Daraus niveaus der ,Raumatome” (Kreise) an.

iiberrascht daher nicht, dass weite Teile der Quanten-
gravitation hochabstrakt sind und erhebliche Miihe
haben, iiber den Status der Mathematischen Physik
hinaus zu gelangen. Beobachtungen und experi-
mentelle Tests stehen in allen Féllen aus, und selbst
Testmoglichkeiten sind oft nur schwer zu identi-
fizieren. Gerade fiir einen speziellen Zugang, die
Schleifenquantengravitation([1, 2]", zeichnen sich jedoch
mittlerweile Konsequenzen ab, vor allem in der Kos-
mologie. Die Schleifenquantengravitation ist auch die ) Dic Bicher in 1 b
) Die Biicher in [1] bie-
umfassendste Theorie des vollkommenen Vakuums, ten Details der Theorie,
und dessen Eigenschaften hingen eng mit moglichen =~ [2)beschreibtzudem Al

ternativen zur Schleifen-

Konsequenzen bei alltdglicheren Energien zusammen. yanengravitation.

® Die Schleifenquantengravitation baut den Raum wie
Materie aus elementaren Bestandteilen auf, mathema-
tisch beschrieben durch Erzeugungsoperatoren.

® Als anregungsfreien Zustand erhalt man den leersten
Raum, in dem weder Materieteilchen noch Raum
vorliegen (,Héllenzustand”).

® Folgt man der Expansion des Raumes durch die Erzeu-
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2) In diesem Fall eines
nicht-abelschen Zusam-
menhangs zur Struktur-
gruppe SU(2) treten

die Paulimatrizen o; im
Integral auf. Die Anord-
nung der nichtkommu-
tierenden Matrizen

2iA i0i entlang des Inte-
grationsweges ist hierbei
wichtig; eine Standard-
ordnung ist durch das
Symbol Pangedeutet,
wonach die Matrizen
nach ihrer entlang des
Integrationsweges auf-
tretenden Ordnung ge-
wihlt werden. Die Inte-
gration kann dann nur
noch in Kombination
mit der Exponential-
funktion brauchbar
definiert werden.

3) C. Fleischhack, J. Le-
wandowski, A. Okotow,
H. Sahlmann und T.
Thiemann haben Ein-
deutigkeitsbeweise dieser
Darstellung geliefert [4].

Will man die physikalische Struktur des absolut lee-
ren Raumes herleiten, so sollten Raum und Geometrie
nicht von Anfang an im mathematischen Fundament
benutzt werden. Das mag offensichtlich klingen, ist
aber schwer umzusetzen. Die elementarsten Konzepte
der Quantenfeldtheorie — Teilchen, Antiteilchen, Er-
zeugungs- und Vernichtungsoperatoren, ja selbst der
Vakuumzustand — machen Gebrauch von einer im
Hintergrund des Quantenfeldes gegebenen Geometrie.
Ob es nun die flache Minkowski-Raumzeit ist oder eine
gekriimmte wie um ein Schwarzes Loch, die Geometrie
wird unabénderlich in das mathematische Fundament
eingebaut. Auch wenn einige Zugénge zur Quanten-
gravitation immer noch von einem geometrischen
Hintergrund ausgehen, manchmal zumindest in abge-
schwichter Form, muss man sich fiir eine vollstaindige
Beschreibung der Quanten-Raumzeit davon lésen.

Die Stringtheorie beispielsweise, als bestbekannter
Ansatz, startet mit der Quantisierung von stringar-
tigen, sich in einer gegebenen Raumzeit bewegenden
Objekten und miindet schliefillich in einer vereinheit-
lichten Beschreibung aller Krifte, samt Gravitation [3].
Auf diese Weise fiihrt die Stringtheorie unter anderem
zu einer Vielzahl von Vorschligen fiir eine mogliche
Erweiterung des Standardmodells der Teilchenphysik.
Wihrend neuere Entwicklungen (wie die AdS/CFT-
Korrespondenz) den Bezug zur Hintergrund-Raumzeit
zumindest teilweise autheben konnen, behandeln die
Methoden der Stringtheorie Raum und Zeit jedoch
nicht direkt. Wenn Raum und Zeit zu selbststandigen

HOLONOMIEN UND SPINNETZWERKE

Akteuren werden sollen, kann das nur in einer so ge-
nannten hintergrundunabhingigen Theorie der Quan-
tengravitation geschehen. Der bestverstandene Zugang
hierzu ist die Schleifenquantengravitation.

Diese fithrt zwangsldufig zum kompletten Vakuum.
Mathematisch ist dieser Zustand analog zu gewissen
anderen in der materiellen Quantenfeldtheorie, wie
Klaus Fredenhagen als Erster feststellte. Die Analogie
dieser absoluten, weltverneinenden Leere ist aber nicht
das materielle Vakuum, sondern ein Zustand unend-
licher Temperatur. Diesen taufte Fredenhagen ,,Hol-
lenzustand®. Die Vereinheitlichungsfrage spielt vom
Standpunkt der Schleifenquantengravitation aus eine
geringere Rolle. Sie zunéchst unberiicksichtigt zu las-
sen hilft, die Entwicklung der Theorie zu fokussieren.
Auflerdem lésst sich so Ballast wie Extradimensionen
oder die Vielzahl an Lésungen, mit denen die String-
theorie die Vereinheitlichung zu erkaufen scheint,
vermeiden.

Mit Schleifen zum Raum

Die klassische Allgemeine Relativititstheorie ist bereits
duflerst kompliziert, zum Beispiel wegen ihrer nichtli-
nearen Dynamik. Eine quantentheoretische Beschrei-
bung geht man also besser in Etappen an. Als Vor-
ldufer der Schleifenquantengravitation lassen sich die
Versuche von John Wheeler und Bryce DeWitt in den
1960er-Jahren (nach wichtigen Vorarbeiten durch Peter

Um die Darstellung der Schleifenquan-
tengravitation zu illustrieren, ist es vor-
teilhaft, mit einem einfacheren System
zu beginnen. Der Konfigurationsraum
der Schleifenquantengravitation ist
kompakt, wenn auch unendlich dimen-
sional. Gewisse Eigenschaften sind
dann analog zu denen der Quanten-
mechanik auf einem Kreis mit Winkel .
Hier hat man eine Orthonormalbasis
von Zusténden {|n)} (n € Z) dargestellt
z. B. durch (@|n)=exp(ing), auf denen
der Impuls wie F |ny=f n|n) und

der Winkel ¢ Gber h=exp(ip) wie

h|n)= |n+1) wirkt. Uber Periodizitats-
bedingungen fiir Wellenfunktionen
fuhrt die Kompaktheit des Kreises zu
diskreten Impulseigenwerten.

Der Zustand |0) ist besonders ein-
fach, da er nicht vom Winkel abhéngt.
Andererseits enthélt er schon eine gu-
te Menge an Information tUber das ge-
samte Quantensystem: Jeder andere
Zustand |n) ldsst sich durch die Wir-
kung von h als [n) = h"|0) erhalten.

Der Operator hist analog zu Erzeu-
gungsoperatoren, wie man sie vom
harmonischen Oszillator oder aus
der Quantenfeldtheorie kennt, und
sein Inverses A ist der Vernichtungs-
operator.

Die Schleifenquantengravitation ver-
wendet Funktionale, die Holonomien?

hK(éi):Pexp(ifﬂsKZé;oidf) 1)

entlang beliebiger Kurven K, die be-
schrankt sind und so Werte in einem
kompakten Raum annehmen. Die Sum-
me der diagonalen Matrixelemente
(,Spur”) von Holonomien ist eich-
invariant. Wie der Teilchenort in der
Quantenmechanik spielen Holonomien
eine Doppelrolle: zum einen als
Argumente von Wellenfunktionen
w[hx‘(éi), aaoy] hKn(A)i)]’ die Gber die
Holonomien vom Zusammenhang
abhangen, zum anderen als Multi-
plikationsoperatoren auf diesen Wel-
lenfunktionen. Wegen der Beschrankt-
heit von Holonomien als Funktionen
von A; sind die Wellenfunktionen auf
einem kompakten Raum definiert,
wenn auch auf einem viel kompli-
zierteren als einem Kreis.

Auch hier ist der einfachste Zustand
Yo der, der gar nicht von den Zusam-
menhangsvariablen A;abhangt. Durch
die Wirkung von hg durch Multiplika-
tion entsteht ein neuer Zustand. Ein
Unterschied zum Kreisbeispiel ist, dass
man unterschiedliche Kurven K wéahlen

kann und so eine Vielzahl verschie-
dener Zustande erhalt. Allgemein lasst
sich ein Zustand durch Yk, ny;...; kn kENN-
zeichnen (K benutzte Kurven, ny: Po-
tenzen der entsprechenden Holono-
mie). Fur jede denkbare Kurve im Raum
hat man also eine eigene kompakte
Quantenmechanik, wodurch die Un-
endlichdimensionalitat erkennbar
wird.? Eine geeignete orthonormale
Basis ist durch Spinnetzwerk-Zustdnde
gegeben [5].

Benutzt man fiir jede Kurve die Quan-
tenmechanik auf einem Kreis, so erhalt
man eine Quantisierung des Elektroma-
gnetismus, einer Eichtheorie zur Grup-
pe U(1). Benutzt man die Quantenme-
chanik auf einer dreidimensionalen Ku-
gelflache als Menge der Gruppe SU(2),
so erhdlt man eine Quantisierung rdum-
licher Geometrie, wie sie der Schleifen-
quantengravitation zugrunde liegt. Wie
der Operator F fur die Kreisquantisie-
rung oder wie im quantisierten Elektro-
magnetismus die durch das Gauf3sche
Gesetz dem elektrischen Fluss durch
eine sie umgebende Flache entspre-
chende Ladung, so haben die Flussope-
ratoren [:3%, Eo; dF der Schleifenquan-
tengravitation diskrete Spektren. Die
rdaumliche Geometrie ist also diskret.
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Bergmann und Paul Dirac) anse-
hen, eine kanonische Quantisierung
der Allgemeinen Relativititstheorie
nach den bekannten Regeln der
Quantenmechanik aufzubauen.
Eine geometrische Konfigurati-

on der Gravitation ist durch die
Raummetrik bestimmt, die formal
Ortskoordinaten der klassischen
Mechanik ersetzt, und Impulse
sind durch die Anderungsrate der
Raummetrik gegeben (genannt du-
Bere Kriimmung). Nimmt man ein
isotropes Universum an, ergibt sich
die Raummetrik iiber das Volumen
(oder genauer den Skalenfaktor a)
und der Impuls itber den Hubble-
Parameter H=d/a.

Allgemein ist die Menge aller
Raummetriken q allerdings un-
endlich dimensional, da die Ma-
trixelemente einer Metrik an allen
Punkten unterschiedliche Werte
annehmen konnen. In einer lokalen
Beschreibung wiirde man erwarten,
dass ein Zustand der Quantengra-
vitation durch eine Art Wellen-
funktion y(q) auf dieser Menge
beschrieben sein sollte, versehen
mit einer geeigneten Integration
fiir ein inneres Produkt. Wie in der
iiblichen Interpretation der Quan-
tenmechanik wiirde eine Kombi-
nation von Wellenfunktionen mit
Integration und innerem Produkt
die Berechnung von Erwartungs-
werten und Quantenfluktuationen ermdglichen, hier
allerdings Messungen entsprechend der Raumgeome-
trie. Abstande oder Groflenverhéltnisse wéren also
einer ahnlichen Quantenunscharfe unterworfen wie
die Position eines Teilchens. Dafiir eine mathematisch
verniinftige Behandlung zu finden stellt ein horrendes,
bis heute ungeldstes Problem dar.

Die Schleifenquantengravitation nahm ihren
Anfang in einer Umformulierung dieses Problems
— zunéchst auf klassischem Niveau, sodass die All-
gemeine Relativititstheorie in ihren physikalischen
Konsequenzen unbehelligt blieb. Wie Abhay Ashtekar
1986 herausstellte, lasst sich die Raummetrik der ka-
nonischen Formulierung durch eine Art mehrkompo-
nentiges Vektorpotential ersetzen, einen so genannten
Zusammenhang [6]. Mathematisch lassen die neuen
Variablen die Gravitation analog zur Elektrodynamik
erscheinen:* Zusitzlich zum ,Vektorpotential“ A; (i=1,
2, 3) gibt es, kanonisch konjugiert, ein ,elektrisches
Feld*, das Dreibein E.” Es bestimmt Eigenschaften der
raumlichen Geometrie wie den Fliacheninhalt.

Die Dynamik ist in dieser kanonischen Theorie
durch eine Hamilton-Funktion oder die Energie be-
stimmt. In der Elektrodynamik ist die bekannte Energie

Abb. 1

© 2011 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim

[leerster Raum]

l "

l "
Holonomien erzeugen von einer
vollkommenen Leere ausgehend einen

dichten Graphen, wodurch ein nahezu
kontinuierlicher Raum entsteht.
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quadratisch in elektrischem und
magnetischem Feld B=V x A. In
Yang-Mills-Theorien, wie sie der
schwachen Wechselwirkung und
der QCD zugrunde liegen, wird die-
ser Ausdruck ,,nicht-abelsch® ver-
allgemeinert, ist aber immer noch
quadratisch in mehrkomponentigen
Feldern E; und B.. Die Gravitation
benutzt dhnliche Felder, hat jedoch
eine kompliziertere, nicht-poly-
nomiale Hamilton-Funktion.® Es
besteht ein weiterer entscheidender
Unterschied zwischen den Theo-
rien. In der Gravitationstheorie sind
die physikalischen Felder nicht auf
einem geometrischen Raum gege-
ben, sondern ihre Werte bestimmen
erst die Struktur des Raumes und
Groflenmessungen. Einige Quan-
tisierungstechniken, insbesondere
der Gittereichtheorie, lassen sich
tibernehmen; andere gilt es wegen
des Raumbezugs neu zu erarbeiten.

Nachdem Carlo Rovelli und Lee
Smolin 1990 die sich aus Ashtekars
neuen Variablen ergebenden Vor-
teile fiir die Quantengravitation
betont und erste Schliisse fiir die
Geometrie gezogen hatten [7], ist
in den 1990er-Jahren ein mathe-
matischer Formalismus zur Diffe-
rentiation und Integration auf der
Menge der Vektorpotentiale entwi-
ckelt worden. Damit lassen sich nun
Wellenfunktionen der Quantengra-
vitation représentieren und normieren. Vor allem das
so genannte Ashtekar-Lewandowski-Maf3 spielt hierfiir
eine entscheidende Rolle [8]. Diese Wellenfunktionen
von der Form y(A;) hdngen vom Vektorpotential nicht
lokal ab, sondern tiber dessen Werte integriert entlang
Kurven, die einen in sich geschlossenen Graphen erge-
ben (Infokasten ,,Holonomien und Spinnetzwerke®). In
diesem kanonischen Zugang zu einer Quantisierung
sind die benutzten Kurven rein raumlich; ein Zusam-
menhang mit Pfadintegralquantisierungen besteht an
dieser Stelle nicht. Gemaf3 der Analogie zur Elektrody-
namik lassen sich die Kurven als Flusslinien ansehen,
die beispielsweise eine von ihnen durchstoflene Flidche
statt Ladung mit Inhalt versehen. Urspriinglich wurden
nur geschlossene, schnittpunktfreie Kurven benutzt
— oder Schleifen, daher der Name Schleifenquanten-
gravitation. Schnittpunkte unterschiedlicher Kurven,
die dann verzweigte Graphen ergeben, hatten sich aber
schnell als wichtig herausgestellt; anderenfalls wére das
Volumen immer null.

Rovelli und Smolin erkannten, dass ihre Schleifen-
operatoren den Quantenraum hintergrundunabhén-
gig aufbauen. Die Wirkung eines Schleifenoperators
erzeugt ein Raumatom, das nicht etwa punktformig
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4) Eine ausfiithrliche
Tabelle mit den sich ent-
sprechenden Variablen
und Grundgleichungen
findet sich im Online-
Inhaltsverzeichnis dieses
Hefts.

5) In Gravitationstheo-
rien ist es wichtig, zwi-
schen kontravarianten
und kovarianten Vektor-
feldern zu unterschei-
den, was hier durch

die Position des Vektor-
pfeiles angedeutet ist. In
einem metrischen Raum
lasst sich eindeutig zwi-
schen diesen zwei Arten
von Vektorfeldern wech-
seln, in der Gravitation
wird die Metrik aber erst
aus dem Dreibein F her-
geleitet, sodass sie fiir
eine Definition der fun-
damentalen Felder nicht
zur Verfiigung steht.

6) Wegen der Abwesen-
heit einer absoluten Zeit
muss diese Hamilton-
Funktion immer ver-
schwinden, da ihr Wert
ansonsten als Energie
kanonisch konjugiert zu
einer ausgezeichneten
Zeitkoordinate sein
miisste. Die Hamilton-
Funktion ist also eine
Zwangsbedingung, die -
wenn sie vollstindig ge-
1ost wird - die raumzeit-
liche Kovarianz dieser
zundchst raumlich for-
mulierten kanonischen
Theorie sicherstellt.
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oder spharisch ist, sondern eindimensional entlang der
Schleife ausgedehnt. Nach der Wirkung eines Schlei-
fenoperators hat sich die Grofle des Raumes um eine
diskrete kleinste Einheit gedndert. Umgekehrt entfernt
das Inverse des Operators Raumatome und verringert
die GrofSe. Startet man mit einem beliebigen Zustand
endlich vieler Raumatome, so fithrt die Vernichtungs-
arbeit inverser Schleifenoperatoren auf einen Zustand,
in dem kein Raumatom — kein Raum — mehr vorhan-
den ist: der Hollenzustand absoluter Leere (Infokasten
unten und Abb.1).

Soweit ist die Erzeugung oder Vernichtung von
Raumatomen ein mathematischer Prozess, beschrie-
ben durch die Schleifenoperatoren. Nun dndern sich
der Raum und sein Volumen mit der Zeit, denn das
Universum dehnt sich aus. Raumatome miissen also
dynamisch erzeugt werden, nicht durch die mutwillige
Handlung von Mathematikern, sondern durch das
Wechselspiel von Materie und Raumzeit. Auch hierfiir
stellt die Schleifenquantengravitation eine Gleichung
bereit, welche die klassische Einstein-Gleichung
quantisiert. Rovelli und Smolin hatten dieses Problem

schon angegangen, aber erst 1996, nach der Entwick-
lung mathematischer Methodik, lieferte Thomas
Thiemann eine brauchbare Losung [9]. Noch immer
bestehen zahlreiche wichtige Fragen zu diesem Pro-
blemkreis, etwa nach der vollstdndigen Konsistenz
oder der Eindeutigkeit der Thiemannschen Dynamik.
Dennoch ist es moglich, ihre charakteristische Form
— gerade die atomaren, von dem Hollenzustand star-
tenden Erzeugungsprozesse einer diskreten Raumzeit
betreffend — in vielen Modellen schon im Detail zu
untersuchen. Und mittlerweile ist klar: Der radikale
Dekonstruktivismus der Schleifenquantengravitation
birgt eine enorme schopferische Kraft. Offen bleibt

DIE ABSOLUTE LEERE ALS HOLLENZUSTAND

Holonomien hg spielen mathematisch
die Rolle von Erzeugungsoperatoren
der Quantengeometrie. Allerdings ist
die Analogie zur Teilchenerzeugung in
der Quantenfeldtheorie nur formal. So
wird etwa die Energie durch die An-
wendung von hx nicht erhéht. Der Ba-
siszustand |0) der Kreisquantisierung
oder Y, der Schleifenquantengravita-
tion entsprechen deshalb nicht dem
gewohnlichen Vakuum.

Stattdessen lassen sich diese Zu-
stande vermittelt durch die Erwar-
tungswerte von Holonomieopera-
toren interpretieren. Schon in der gan-
gigen Quantenfeldtheorie spielen
solche eine groBe Rolle, z. B. um das
Confinement in der QCD zu diskutie-
ren. Auch in der Quantenmechanik
sind Erwartungswertfunktionale von
grundlegender Bedeutung, denn wenn
man alle Werte (H}, (FF}, ... kennt, so
erhalt man Auskunft tber alle m6g-
lichen, mit der Observablen h zusam-
menhdngenden Messungen ein-

schlielich Quantenfluktuationen. Fur
|0y wie fur @, erhalten wir Holonomie-
erwartungswerte (ﬁ"), die nurfirn=0
nicht verschwinden (unabhéngig von
der gewahlten Kurve im Fall von ).
In diesem Sinne sind die Zustande
also in der Tat analog.

Als weiterer Vergleich bietet sich der
thermodynamische Gleichgewichts-
zustand bei der Temperatur T an. Fur
endliches Tist ein solcher Zustand ge-
mischt und Uber den Energieoperator
E durch die Dichtematrix groexp(E/ksT)
gegeben. Im Grenzwert T ist or
energieunabhangig und liefert, wie
sich nachrechnen lasst, Erwartungs-
werte von A", die ebenfalls fiir n =0
verschwinden. Der Zustand |0) sowie
das Gravitationsvakuum i, entspre-
chen einem Zustand unendlicher Tem-
peratur, dem Hollenzustand. Auch
wenn die Analogie abstrakt und rein
formal ist, erfasst sie die physikalische
Bedeutung des Zustandes fiir den
Urknall doch sehr genau.
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allerdings die Frage, wie weit die Theoretiker diese
Kraft beherrschen kénnen.

Taktvoll durch den Urknall

Augenzwinkernd ldsst sich feststellen, dass der Hollen-
zustand schon bei der Geburt der modernen Physik
eine gewisse Rolle gespielt hat. Eines der ersten Werke
von Galileo Galilei war eine mathematische Aus-
schmiickung von Dantes ,,Gottlicher Komaodie®, in der
er gegebene Beschreibungen der Hoéllenkreise sowie
der Proportionen Luzifers zu einer Berechnung von
deren Grof3e benutzt. Die Schleifenquantengravitation
fithrt dieses Beispiel gewissermafien fort.

Aber wozu sonst kann man die Schleifenquanten-
gravitation — oder allgemeiner die Quantengravitation
— gebrauchen? Wenn sie nur dazu dienen wiirde, das
Vakuum ganz zu entleeren, wiren die jahrzehntelan-
gen Anstrengungen ihrer Entwicklung wohl schwer
zu rechtfertigen. Die klassische Allgemeine Relativi-
tatstheorie beschreibt die Raumzeit vorziiglich und ist
mittlerweile fester Bestandteil des physikalischen Welt-
bildes. Zahlreiche ihrer Vorhersagen sind auf vielfaltige
und iiberzeugende Weise bestitigt worden, ohne Ab-
weichungen, die eine Quantentheorie der Gravitation
verlangen wiirden. Weitere Tests werden immer wieder
neu ersonnen und durchgefiihrt. In der Kosmologie ist
die Allgemeine Relativitdtstheorie unverzichtbar. Wir
stehen wohl kurz vor dem ersten direkten Nachweis
von Gravitationswellen — mit Detektoren wie LIGO
und GEO600 — und deren Nutzbarmachung als ganz
neue Signalquelle fiir die Astronomie. Die erstmalige
Auflésung des Horizontes eines Schwarzen Loches mit-
hilfe der Submillimeter-Radiointerferometrie ist schon
fest eingeplant. Auch mathematisch gibt die Allgemeine
Relativitatstheorie mit ihren Rétseln immer wieder zu
wichtigen Entwicklungen Anlass, wie beim Beweis der
Penrose-Ungleichung [10], und sie weckt immer wieder
neues Interesse. Die Einsteinsche Gleichung mit ihrem
geometrischen Antlitz ist von betérender Schonheit —
und fithrt uns doch geradewegs in die Holle.

Wie alles Grof3e hat die Allgemeine Relativitats-
theorie eine entscheidende Schwiche. Sie geht zwar
weit tiber die Newtonsche Theorie der Gravitation
hinaus, doch behilt sie ein wesentliches Merkmal
bei: Massen und Energieverteilungen ziehen sich im-
mer an. Obwohl negativer Druck, vielleicht in Form
Dunkler Energie, auch zur Abstoflung fithren kann,
gibt es keine Massenkompensation oder ginzliche
Neutralisierung wie im Fall elektrischer Ladungen. Ist
einmal genug Masse auf einen gewissen Raumbereich
konzentriert, gibt es kein Halten mehr. Alles zieht sich
gegenseitig an und materielle Krifte, selbst exotische
wie die auf dem Paulischen Ausschlieffungsprinzip
beruhenden in Weiflen Zwergen oder Neutronenster-
nen, miissen versagen. Die Materieverteilung kolla-
biert zu einem Schwarzen Loch oder, im zeitlichen
Rickwirtsblick auf das ganze Universum, in den
Urknall.
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Abb.2 Fur ein freies masseloses Skalarfeld, das mit der Raum-
zeit nur Uber seine kinetische Energie wechselwirkt, erhalt
man ein exakt I6sbares Modell der Quantenkosmologie. Ana-
log zum harmonischen Oszillator folgen Zustéande den klas-
sischen Lésungen; héchstens Anderugen durch die Quanten-
struktur des Raumes kdnnen auftreten. Hier sind zwei Bei-
spiele gezeigt, wobei die Farbe dem Betragsquadrat der
Wellenfunktion entspricht (schwarz=0). Bei der einen handelt
es sich um eine Losung der Wheeler-DeWitt-Gleichung, die in
die klassische Singularitat lauft (a). Mit den diskreten Effekten

Mathematisch wie physikalisch resultiert eine Sin-
gularitit: ein Zeitpunkt, an dem Dichte, Temperatur
und Gezeitenkrifte unendlich werden, ein Raum-
bereich oder das ganze Universum auf verschwindende
Grof3e kollabieren und die Einsteinschen Differential-
gleichungen zusammenbrechen. All das geschieht
nicht etwa, wie man wahrend der ersten Jahrzehnte der
Allgemeinen Relativitdtstheorie noch glauben durfte,
nur fiir einfache hochsymmetrische Lésungen, bei
denen ohnehin alles zielgenau auf einen Punkt hin-
stlirzt, sondern generell. Alle Zweifel daran sind durch
die Singularititentheoreme von Roger Penrose und
Stephen Hawking ausgerdumt worden. Die Allgemei-
ne Relativitatstheorie kann nur einen begrenzten Teil
des Universums beschreiben; an den Singularitaten
des Urknalls oder Schwarzer Locher verliert sie ihre
Giiltigkeit. Somit ist insbesondere die Interpretation
des Urknalls als Anfang nicht gerechtfertigt, denn das
Versagen der Theorie bedeutet noch keine Grenze
der Welt. Erst eine umfassende Theorie, die auch die
unendlich heifle Urknallsingularitat beherrscht, kann
dartiber Aufschluss geben, sowie iiber die Moglichkeit
eines ,vor dem Urknall®

Die Schleifenquantengravitation hat sich seit jeher
mit einem Zustand unendlich hoher Temperatur, ver-
schwindender Ausdehnung befasst und zwar aus un-
terschiedlichen Griinden.” Es liegt also nahe, sie auf die
Kosmologie anzuwenden; eine Erweiterung der Allge-
meinen Relativitdtstheorie durch Quanteneigenschaften
wire sie jedenfalls. Doch ihre Dynamik ist noch weit
komplizierter als die der Einsteinschen Gleichung. Man-
chen erscheint eine Analyse fast aussichtslos, und wie
Vergil zu Dante mag man versucht sein auszurufen:

Doch du, warum kehrst du zu solchen Leiden?

Warum besteigst du nicht den Berg der Wonnen

[die Stringtheorie?],

Der Anfang ist und Urgrund aller Freuden?®

© 2011 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim

UBERBLICK

der Schleifenquantenkosmologie ergibt sich rechtzeitig ein
Umschwung von Kollaps zu Expansion (b). Gezeigt ist in bei-
den Fallen die Wellenfunktion in einem durch Volumen (ver-
tikal) und die Zeit (horizontal) gegebenen Diagramm, samt
Fluktuationen, die sich in der Umschwungsphase @ndern kon-
nen. Wie genau man vorherige Information tiber das Univer-
sum rekonstruieren kann und wie allgemein die Bedingungen
(z. B. an Materie) sind, um die Singularitat durch einen Um-
schwung zu ersetzen, ist noch ein offenes Problem.

Und dennoch gibt es Grund zu Hoffnung. In der
Allgemeinen Relativitatstheorie ist man im Wesent-
lichen auf symmetrische Losungen angewiesen, die
wie die Friedmannschen in der Kosmologie oder die
Schwarzschilds fiir Schwarze Locher schon viele der
physikalischen Phanomene enthiillen. In der Schleifen-
quantengravitation fiihrt dies zur Schleifenquanten-
kosmologie [11].

Wenn man das Kopernikanische Prinzip sowie die
Galaxienverteilung anhand moderner Himmelsdurch-
musterungen” zugrunde legt, ist die Materieverteilung
im Universum auf grofSen Skalen weitgehend homo-
gen und isotrop. Somit ist in erster Naherung allein
das Gesamtvolumen des sichtbaren Universums fiir
dessen zeitliche Entwicklung ausschlaggebend. Der
zeitabhédngige Skalenfaktor a(t) beschreibt die Ausdeh-
nung. Abstinde zwischen zwei entfernten Objekten
im expandierenden Universum sind proportional zu
a; andererseits ziehen sich Massen iiber die Gravitati-
onskraft an. Nach Newtonschen Vorstellungen wiirde
man von einer Gesamtenergie (pro Einheitsmasse)

@~ 8m GM/3a ausgehen, bestehend aus kinetischer und
potentieller Energie aulerhalb einer Massenverteilung
M (und mit der Newtonschen Konstanten G). In der
Tat ist die Einsteinsche Gleichung fiir isotrope Raum-
zeiten und nichtrelativistische, staubartige Materie von
dieser Form, wobei die Gesamtenergie verschwinden
muss (vgl. Fufinote 6). Allgemeiner wird dies als Fried-
mann-Gleichung

H=5C ) 2)

fiir den Hubble-Parameter H=d/a geschrieben, mit der
Energiedichte p. Im Fall staubartiger Materie, wie in al-
len anderen realistischen Fallen, erhélt man eine singu-
lire Losung: einen Skalenfaktor wie a(t) o (t-ty)**, der
zu einer Zeit t, verschwindet, an der die Energiedichte
p(to) divergiert. Dieses Problem zeigt die Unvollstan-
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7) Inmitten des Urknalls
sitzt in diesem Bild

der Zustand absoluter
Leere, und in der Tat ver-
schwinden dort materiel-
le Energieoperatoren der
Schleifenquantengravita-
tion. Materie wird erst

in der nachfolgenden
Expansion angeregt.

8) Dante, Die Géttliche
Komadédie, Die Hoélle,

1. Gesang (Ubersetzung
von Wilhelm G. Hertz,
1955)

9) beispielsweise der
Sloan Digital Sky Survey
(www.sdss.org)
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digkeit der Allgemeinen Relativitatstheorie auf, deren
Gleichungen an der Singularitdt versagen. Ein Blick in
Zeiten vor den Urknall, der Singularitét der Theorie,
bleibt ihr somit verschlossen.

Man kénnte zundchst annehmen, dass ein solches
Modell in seiner quantentheoretischen Beschreibung
nichts von den raumatomaren Eigenschaften zeigen
kann, denn jegliche rdumliche Struktur scheint durch
die Symmetrieannahme verwaschen. Dennoch trigt die
auf dem gleichen Symmetrieprinzip beruhende Schlei-
fenquantenkosmologie noch die wesentlichen Merk-
male der Schleifenquantengravitation samt Diskretheit
(Infokasten unten): Insbesondere die Zeit andert sich nicht
kontinuierlich, sondern, das atomare Wechselspiel
wiedergebend, mit einem durch die Quantisierung
gegebenen Takt. Dieses diskrete, taktvolle Verhalten
bewahrt das Universum vor dem Hollenzustand. Denn
diese dynamischen Gleichungen zerbrechen an diesem
Zustand nicht, und in manchen Modellen lésst sich
konkret ein oberer Grenzwert fiir die Dichte finden.

Ist dieser erreicht, so baut sich eine AbstofSungskraft
auf und ein kollabierendes Universum, wie es nach
diesem Bild vor dem Urknall vorgelegen haben konnte,
wird wieder auseinandergetrieben (Abb. 2). So liefert

die Schleifenquantenkosmologie einen Mechanismus
zur Singularitatsvermeidung nicht nur im Fall kos-
mologischer Modelle, sondern auch fiir das Innere
Schwarzer Locher. Nebenbei kann die AbstofSungskraft
das nach dem Urknall expandierende Universum be-
schleunigen und dabei zu einer inflationdren Phase An-

ELEMENTE DER QUANTENKOSMOLOGIE

lass geben, wie sie zur Erkldrung der Strukturbildung
im Kosmos hilfreich sein kann. Die Anwendungen auf
Schwarze Locher sowie auf Details der kosmologischen
Struktur verlangen allerdings eine deutlich bessere Me-
thodik, um realistische Modelle zu ermdglichen.

Auswege aus der und in die Holle

Soweit sind kosmologische Losungen nur fiir sehr
symmetrische, raumlich isotrope Raumzeiten herge-
leitet worden. Ein tiefergehendes Verstdndnis des Hol-
lenzustandes und der raumatomaren Dynamik sind
nétig, um die Resultate auf allgemeine Situationen
auszudehnen. Arbeiten hierzu haben in jiingerer Zeit
vor allem Bianca Dittrich (Albert-Einstein-Institut,
Potsdam), Kristina Giesel (Louisiana State Univer-
sity), Jerzy Lewandowski (Warschau) sowie Thomas
Thiemann (U Erlangen-Niirnberg) beigesteuert.
Christian Fleischhack (U Paderborn) und Hanno
Sahlmann (Pohang, Korea) haben mehrere mathema-
tische Beitrédge geliefert. Eine alternative Sichtweise
zur kanonischen Formulierung ist die zum Beispiel in
Daniele Oritis Gruppe (Potsdam) untersuchte Grup-
penfeldtheorie, die den atomaren Raum als riesiges,
verzweigtes Feynman-Diagramm beschreibt; der
Hollenzustand ist in diesem Bild wechselwirkungsfrei.
Weitere alternative Sichtweisen auf diskrete Raumzeit
sind die pfadintegralartigen Spinschdume (insbeson-
dere Rovelli in Marseille) oder kausale dynamische

Bei den hohen Energiedichten des Ur-
knalls sollte die Quantentheorie eine
groBe Rolle spielen, nicht nur in Bezug
auf die Materie, sondern auch auf
Raum und Zeit. Zu hoffen ware, dass
die Quantengravitation hilft, die Singu-
laritdten zu eliminieren. Im kosmolo-
gischen Rahmen, mit der Annahme
eines homogenen Raumes, lasst sie
sich einfacher formulieren. Dies ge-
schieht im Rahmen der Quantenkos-
mologie. Hierzu benutzt man in der
Friedmann-Gleichung kanonische Vari-
able, wobei sich der Hubble-Parameter
H dividiert durch die Gravitationskon-
stante G als kanonischer Impuls des
Volumens V=a? herausstellt. Die Fried-
mann-Gleichung (2), multipliziert mit
dem Volumen, erscheint dann in der
Form einer die Energiebilanz wieder-
gebenden Hamilton-Funktion

HYv=81CF ®

mit der Materieenergie E=p V.

Wie ublich quantisiert man durch Be-
nutzung von Wellenfunktionen g(V) in
der Volumendarstellung, in welcher der
Impuls H zu einem Ableitungsoperator
F=-ihG 8/3V wird. (Hierin ist hG =2
das Quadrat der Planck-Lénge.) In
Gl. (3) fuhrt dies zu einer Differential-

gleichung zweiter Ordnung, der
Wheeler-DeWitt-Gleichung

2
et TV 816 g, (@)
fur die,Wellenfunktion des Univer-
sums” . Die Form des Energieoperators
E hangt vom genauen Materieinhalt des
Universums ab, was auch weitere Frei-
heitsgrade unabhangig von V bedingt.
Gleichung (4) lasst sich dhnlich wie die
Klein-Gordon-Gleichung behandeln
und in einigen Fallen exakt I6sen. Lei-
der kann diese Quantisierung das Sin-
gularitatenproblem nicht allgemein
eliminieren: Man findet leicht Modelle,
in denen Wellenpakete wie die klas-
sischen Losungen in eine Singularitat
laufen (Abb. 2a).

Die Darstellung der Schleifenquan-
tenkosmologie benutzt die Erkennt-
nisse der Schleifenquantengravitation.
Wahrend V durch Flussvariable re-
prasentiert wird, hat man fiir H (das
mit dem isotropen Ashtekar-Zusam-
menhang in Beziehung steht) nur
exponierte Holonomievariable
hs=exp(i6 H) mit einem die Diskret-
heitsskala angebenden Parameter 6.

In diesem symmetrischen Modell kann
man sich § als die einzig relevante
Information Uber die allgemeiner in

Gl. (1) auftretenden Kurven vorstellen.
Der (noch nicht eindeutig bestimmte)
Wert von 6 gibt also die elementare
Gitterstruktur wieder.

Wenn H nach Quantisierung zu
einem Ableitungsoperator wird, stellt
exp(ié A) (V) die gesamte Taylor-Reihe
von Y(V+6£5%) dar. Somit wird die Fried-
mann-Gleichung nun nicht zu einer
Differential- sondern zu einer Differen-
zengleichung quantisiert:

(V42522 p(V+268:2)- 2Vip(V)
+ (V=262 p(V-258,7)

= 368 £y, 6)

Im Vergleich zu (4) beinhaltet (5) ho-
here Potenzen der Impulsvariablen H,
die man als Quantenkorrekturen bei
hoher Dichte des Universums verstehen
kann. Unabhéngig von der genauen
Form des Materieoperators E’zeigt die
sich ergebende Rekursion fiir ¢(V), dass
die Wellenfunktion durch den Héllen-
zustand |0) hindurch fortgesetzt wird.
Der kollabierte Raum mit V=0 stellt kei-
ne Grenze der Raumzeit mehr dar, und
die Singularitat ist eliminiert. In exakt
|16sbaren Modellen fiir spezielle Ma-
terieformen (deren kinetische Energie
die potentielle dominiert) kann man
explizit den Umschwung sehen (Abb. 2b).
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Triangulierungen, die vor allem Jan Ambjern (Kopen-
hagen) und Renate Loll (Utrecht) entwickeln.

Bis solche, an komplizierte Probleme der Vielteil-
chenphysik erinnernde Verfahren anwendbar sind,
bemiiht man Stérungstheorien, um die homogene
Schleifenquantenkosmologie zu einer Analyse von
moglicherweise detektierbaren Auswirkungen in der
kosmischen Strukturbildung zu nutzen. Im Hinblick
auf die Ausbreitung von Wellen verhilt sich ein dis-
kreter Raum wie ein Kristall, in dem Abweichungen
vom klassischen Verhalten insbesondere bei Propaga-
tion iiber weite Strecken oder Zeitrdume auftreten. Aus
Arbeiten vor allem von Gianluca Calcagni (Potsdam)
ist kiirzlich hervorgegangen, dass sich manche der bis-
her gehandelten Modelle bereits ausschliefSen lassen.
Weiterhin ergeben sich charakteristische Signaturen
zum Beispiel im Verhiltnis der Dichtefluktuationen in
der kosmischen Hintergrundstrahlung zu der Intensi-
tat von primordialen Gravitationswellen. Zumindest
indirekt sind also konkrete Beobachtungsdaten iiber
den Hollenzustand absoluter Leere zu erwarten, ohne
sich auf Dantes Hollenfahrt direkt begeben zu miissen.
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