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Schwingungen im Gleichtakt

Synchronisation - ein universelles Ordnungsprinzip fiir Oszillationen und Rhythmen

Ulrich Parlitz, Arkady Pikovsky, Michael Rosenblum und Jiirgen Kurths

Was verbindet im Gleichtakt blinkende Gliih-
wiirmchen mit dem elektrischen Verhalten eines
Josephson-Kontaktes im Hochfrequenzfeld? In
beiden Féllen ist Synchronisation am Werk - ein
Phdnomen, das die Nichtlineare Dynamik in den ver-
gangenen Jahren zunehmend ins Visier genommen
hat. Dabei zeigte sich, dass sowohl periodische als
auch chaotische Systeme in den synchronen Gleich-
schritt verfallen kénnen.

m Jahre 1665 war Christiaan Huygens intensiv da-

mit beschiftigt, seine neueste Erfindung, namlich

hochseetaugliche Pendeluhren, zu verbessern.
Dabei bemerkte er, dass seine Prézisionsuhren oft
tiber lange Zeit synchrone Pendelbewegungen zeigten,
sofern sie an einem gemeinsamen Holzbalken ange-
bracht waren. Durch gezielte Experimente entdeckte
Huygens, dass fiir den beobachteten Gleichtakt der
Uhren kleine, mit bloflem Auge unsichtbare Schwin-
gungen der Balken verantwortlich sind. Bei einer kiirz-
lich durchgefiihrten Rekonstruktion des historischen
Experiments zeigte sich, dass Huygens offenbar das
Gliick des Tiichtigen zuteil wurde, denn wiéren die Ge-
héuse seiner Uhren nicht so schwer ausgefallen, hatte
er die Synchronisation moglicherweise nie beobachtet
[1]. Heute gilt die Synchronisation als der erste, wissen-
schaftlich genau untersuchte nichtlineare, dynamische
Effekt.

Doch erst zu Beginn des 20. Jahrhunderts griffen
Appleton und van der Pol bei der Konstruktion von
Rohrenoszillatoren dieses Thema wieder auf und
leisteten weitere Pionierarbeit zur Synchronisation
nichtlinearer Schwingungen, darunter auch die erste
mathematische Beschreibung dieses Phdnomens. Zu-
vor hatte Lord Rayleigh beobachtet, dass benachbarte
Orgelpfeifen gleicher Tonhohe trotz unvermeidlicher
Unterschiede ihre Schwingungen synchronisieren und
so exakt die gleiche Schallfrequenz abstrahlen konnen.
Dieses Experiment wurde vor kurzem in Potsdam wie-
derholt und mit modernen Methoden analysiert (Abb. 1)
[2].

Warum dauerte es tiber 200 Jahre, bis die Bedeu-
tung von Huygens’ Beobachtungen erkannt und die
Erforschung der Synchronisation fortgesetzt wurde?
Im Zentrum des wissenschaftlichen Interesses standen
lange Zeit konservative Oszillatoren, die seit Newton in
der Mechanik eingehend untersucht wurden, z. B. als
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Damit hatte bei der Er6ffnung der Mille-
nium Bridge in London niemand gerech-
net: Durch die Synchronisation der Ful3-

gdnger, die unbewusst in Gleichschritt

verfielen, geriet die Briicke dermaf3en
ins Schwingen, dass sie gleich wieder
gesperrt werden musste.

Zweikorperproblem mit Gravitationswechselwirkung.
Bei diesen aus der klassischen Mechanik bekannten
Systemen ist die Energie eine Erhaltungsgrof3e und
die Schwingungsamplitude kann, abhéngig von der
Energie, beliebig hohe Werte annehmen. Konservative
Oszillatoren konnen nicht synchronisieren, ihre Dy-
namik ist stattdessen durch lineare und nichtlineare
Resonanzen bestimmt. Zur Synchronisation bedarf es
jedoch einer gewissen Irreversibilitit, wie sie bei dissi-
pativen, selbsterregten Oszillatoren auftritt, zu denen

m Synchronisation tritt in vielseitigen Formen auf und
tragt oft entscheidend zur Funktion eines Organismus’
oder Gerats bei.

® Zu den universellen Eigenschaften der Synchronisation
gehort, dass Oszillatoren zur Phasensynchronisation
,neigen” und zwar immer so, dass die daftir erforder-
liche Kopplung (zunéchst) linear mit der Frequenzdiffe-
renz der ungekoppelten Oszillatoren anwachst.

® |n einem Ensemble schwach wechselwirkender Oszil-
latoren setzt kollektive Synchronisation oft als univer-
seller Nichtgleichgewichts-Phasentiibergang ein, der
mit dem Kuramoto-Modell beschrieben wird.

® Auch chaotische Systeme kénnen vollstandig synchro-
nisieren und folgen dann gemeinsam exakt dem glei-
chen aperiodischen Schwingungsmuster.
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Abb. 1

Trotz unvermeidlicher Abwei-
chungen voneinander kénnen benach-
barte Orgelpfeifen (links) exakt die glei-
che Frequenz abstrahlen. Bei kleiner
Frequenzverstimmung Af der Pfeifen im
ungekoppelten Zustand treten synchro-

AvinHz

AfinHz

ne Oszillationen auf, und die Frequenz-
differenz Av der von den Pfeifen abge-
strahlten Schallwellen verschwindet
(rechts). AuBerhalb des Plateaus bei

Av = 0 folgt Av im Wesentlichen Af (aus
[2]).

auch die Pendeluhren gehoren. Bei selbsterregten Os-
zillationen ist die Energie keine Erhaltungsgrofie. Thre
Schwingungen konvergieren gegen bestimmte, von
Anfangswerten unabhéngige Formen, sog. Attraktoren,
die durch eine dynamische Balance von Energiezu-
fuhr und Dissipation bestimmt sind (siehe Infokasten
»Selbsterregte Oszillatoren und deren Attraktoren®

Das Interesse an diesem Typ dynamischer Systeme
wuchs zu Anfang des 20. Jahrhunderts mit der neu-
en Disziplin der Nichtlinearen Dynamik und der
praktischen Herausforderung, die neu erfundenen
elektrischen (Rohren-)Generatoren zu verstehen. In-
zwischen kamen viele andere Oszillatoren hinzu, z. B.
Laser, Josephson-Kontakte, feuernde Neuronen und
chemische Reaktionen. Physiologische Rhythmen syn-
chronisieren ebenso wie 6kologische Zyklen oder be-
stimmte geophysikalische Phianomene. Die Synchroni-
sation in diesen und weiteren Systemen ist sehr dhnlich
und ldsst sich daher im Rahmen einer allgemeinen,
abstrakten Theorie beschreiben.

Angeregt und in Phase

Eine einzige Grofle charakterisiert die Dynamik selbst-
erregter periodischer Schwingungen: die Phase. Sie
nimmt wahrend der Schwingung monoton zu und ist
neutral stabil, d. h. jede Stérung, also Phasenverschie-
bung, setzt sich konstant fort, ohne anzuwachsen oder
abzuklingen. Hilt man z. B. eine Pendeluhr mit der
Hand kurze Zeit fest und lasst sie danach weiter frei
schwingen, so geht die Uhr um einen festen Betrag
nach. Durch ihre neutrale Stabilitit und Zeitentwick-
lung ldsst sich die Phase relativ leicht verschieben, und
genau diese Eigenschaft erméglicht die Synchronisa-
tion wechselwirkender selbsterregter Oszillatoren.

Die Natur der Wechselwirkung kann sich dabei
unterscheiden: mechanische Vibrationen der Balken
bei Pendeluhren, elektrische Stréme zwischen Rohren-
oszillatoren und Josephson-Kontakten oder Schall-
wellen bei wechselwirkenden Orgelpfeifen. Fiir den
dynamischen Vorgang der Synchronisation und dessen
mathematische Beschreibung ist der physikalische
Ursprung der Kraft jedoch eher irrelevant. Bereits eine

34  Pphysik Journal 5 (2006) Nr.10

schwache Kopplung reicht aus, um die Schwingungs-
phase zu beschleunigen oder abzubremsen. Daher sind
bereits geringe periodische, duflere Anregungen in der
Lage, Schwingungen und Frequenzen zu justieren, und
Oszillatoren konnen ihre Perioden durch schwache
Wechselwirkung einander anpassen. Genau dies hatte
Huygens beobachtet.

Diese Art der Synchronisation wird haufig auch
technisch genutzt. So besitzen moderne Funkuhren
einen selbsterregten elektronischen Oszillator, der
aus der Ferne vom Prézisionsgenerator der Physika-
lisch-Technischen Bundesanstalt PTB justiert wird,
und beim ,injection locking® wird die Frequenz eines
leistungsstarken Lasers durch Injektion von Licht eines
schwicheren Lasers fester Frequenz stabilisiert. Auch
bei vielen Alltagserfahrungen zeigt sich die Synchro-
nisation periodischer nichtlinearer Oszillatoren, auch
wenn hierfiir nicht immer exakte mathematische Be-
schreibungen existieren. Dazu gehoren der Herzschlag
und seine Wechselwirkung mit der Atmung sowie Pro-
zesse in Organismen mit einer Periode von ungefihr
24 Stunden. Diese zirkadianen Rhythmen sind durch
Helligkeitsschwankungen mit der Tag-Nacht-Abfolge
synchronisiert. Experimente mit Testpersonen in abge-
schlossenen Rdumen haben gezeigt, dass die Periodizi-
tat physiologischer Prozesse vom 24-Stunden-Muster
abzuweichen beginnt, sobald die Stimulation durch
das Tageslicht entfillt [3]. Auch der unangenehme
»Jet-Lag® bei Langstreckenfliigen ist eine Folge der
Phasenverschiebung zwischen kérperinternen Prozes-
sen und der gewohnten Periode des Tageslichts. Durch
Neusynchronisation am Ziel wird diese Verschiebung
binnen einiger Tage korrigiert.

Eine elementare Theorie der Synchronisation ist re-
lativ einfach (siehe Infokasten ,,Die Adler-Gleichung®)
und liefert folgende Vorhersagen: Die Schwingungs-
frequenz Q eines periodisch getriebenen Oszillators
passt sich (exakt) der Anregungsfrequenz w an, wenn
die Anregungsamplitude einen kritischen Wert €
tiberschreitet, der proportional zur Frequenzverstim-
mung Aw =|w - Q| zwischen w und der natiirlichen
Frequenz  des frei schwingenden Oszillators ist. In

0,34
0,31 — van-der-Pol-Oszillator
% X+ 502=1) X +x= 2,5 cos(wt)
0,28
=
0,25
0,22
019 T T T —
2,040 2,112 2,184 2,256 2,328 2,40

Anregungsfrequenz

Abb.2  Synchronisation hoherer Ordnung tritt bei rationalen
Quotienten W=n/m fiir jeweils kleine Intervalle der Anregungs-
frequenz w auf. Dabei ist die Windungszahl W der Quotient aus
Oszillatorfrequenz Q und w, W = Q/w. Im Experiment sind von
dieser ,Teufelstreppe” meist nur wenige Stufen zu sehen (aus [5]).
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dhnlicher Weise zeigen zwei miteinander gekoppelte,
selbsterregte Oszillatoren mit geringfiigig unter-
schiedlichen internen Frequenzen einen Ubergang

zu Schwingungen mit gleicher Periode, sobald die
Kopplungsstirke einen kritischen Wert iiberschreitet,
der proportional zur Frequenzdifferenz ist (Abb. 1).
Synchronisation kann also im Gegensatz zu fast allen
anderen nichtlinearen Phianomenen schon bei beliebig
schwacher Wechselwirkung auftreten.

Stimmen die beteiligten Frequenzen nicht (nahe-
zu) iiberein, so ist Synchronisation héherer Ordnung
moglich, bei der die Oszillatoren in einem rationalen
Verhiltnis nw = m(Q einrasten. Zumeist treten ein-
fache Falle mit kleinen ganzen Zahlen n und m auf. So
konnen z. B. Schwingungen durch Anregung mit der
doppelten (w = 20) oder halben (w = /2) Frequenz
synchronisieren. In der Regel wird fiir Synchronisation
hoherer Ordnung eine grofiere Anregungskraft (bzw.
starkere Kopplung) benotigt, als fiir den Fall n=m =1.
Halt man die Anregungskraft konstant und variiert die
Anregungsfrequenz w in einem bestimmten Bereich um
die natiirliche Frequenz Q, so treten bei Auftragung
der Oszillatorfrequenz Q gegen w verschieden grofie
Plateaus auf, in denen fiir #, m € N die Bedingung nw =
m{ erfiillt ist (Abb. 2). Da es unendlich viele Plateaus

SELBSTERREGTE OSZILLATOREN UND DEREN ATTRAKTOREN
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gibt, wird der Graph Q/w versus w auch als Teufelstrep-
pe bezeichnet. Die Lange der Plateaus nimmt jedoch fiir
grofle n und m sehr schnell ab, sodass sich unter experi-
mentellen Bedingungen (u. a. Rauschen) nur Stufen bis
zu einer Mindestgrofie beobachten lassen.

Eines der eindrucksvollsten physikalischen Beispiele
tiir diese Synchronisationsstruktur beruht auf einem
Josephson-Kontakt in einem hochfrequenten elek-
tromagnetischen Feld [4]. Die Modellgleichungen fiir
einen Josephson-Kontakt mit konstanter Stromquelle
sind die gleichen wie die eines Pendels bzw. Rotators,
auf das ein konstantes Drehmoment wirkt (bzw. ein
Gleichstrom I beim Josephson-Kontakt). So wie das
Pendel bei starkem Antrieb mit einer gewissen Win-
kelgeschwindigkeit rotiert, wichst beim Josephson-
Kontakt die Phase ¢(f) mit einer Geschwindigkeit, die
sich mit dem Strom I dndert und mit Hilfe der von
Josephson hergeleiteten Beziehung U=(%/2e) {d¢/dt)
iber die mittlere Kontaktspannung U bestimmen lésst.
Wird nun ein zusétzlicher externer Wechselstrom
mit der Frequenz w angelegt, so tritt Synchronisation
auf, die sich bei Auftragung von U gegen I durch ent-
sprechende Spannungsplateaus U,..=(n/m) (hw/2e)
manifestiert. Diese, nach ihrem Entdecker benannten
Shapiro-Stufen wurden 1963 erstmals beobachtet.

Der Prototyp eines selbsterregten Os-
zillators ist der van-der-Pol-Oszillator

X+ p0-1) X+ wi x =0, (i)

den Balthasar van der Pol um 1920 zur
Beschreibung elektrischer Schwing-
kreise einfuhrte. Fir kleine Schwin-
gungsamplituden x ist der Dampfungs-
koeffizient u (x*>~1) negativ. Diese ,Ent-
dampfung” pumpt Energie in den
Oszillator und facht eine Schwingung
an. Wenn die Amplitude einen gewis-
sen Wert Uberschreitet, kehrt sich das
Vorzeichen um und die Schwingung
wird nun gedampft. Als Folge eines
dynamischen Gleichgewichts von
Energiezufuhr und Dampfung entsteht
so eine periodische Schwingung von
spezifischer Gestalt und Amplitude.
Van der Pol gelang es mithilfe der
Storungstheorie, fiir kleine u eine N&-
herungslésung x(t)= 2 sin(wo t + @o) her-
zuleiten, die eine stabile periodische
Schwingung beschreibt. Im Zustands-
raum dieses Oszillators, der durch die
Variablen x und xaufgespannt ist,
entspricht diese Losung einer anzie-
henden, geschlossenen Kurve, einem
Attraktor, der auch als stabiler Grenz-
zyklus bezeichnet wird (Abb. i). Dieser
Grenzzyklus lasst sich durch eine ein-
zige skalare GroBe — die Phase — para-
metrisieren, die (wenn man eine geeig-
nete nichtlineare Koordinatentransfor-
mation durchgefiihrt hat) gleichférmig
zunimmt, do/dt=w, . Wird der Parame-
ter u erhoht, so treten Relaxationsoszil-

lationen auf, bei denen sich schnelle
und langsame Bewegungsabldufe ab-
wechseln.

Neben Grenzzyklen gibt es auch
komplexere, seltsame Attraktoren, die
chaotischen Schwingungen zugrunde
liegen. Ein typisches Beispiel fiir einen
chaotischen Oszillator ist das von Otto
Rossler eingefiihrte Modell einer ab-
strakten chemischen Reaktion

X=-y-z

y=x+0,15y (ii)

z=0,4+2(x-8,5).

><
s

Zeit

Abb.i:  Attraktoren des van-der-Pol-
Oszillators (Grenzzyklus, oben links) und
des Réssler-Systems (seltsamer Attraktor,
oben rechts). Die Variable x(t) des RGss-
ler-Systems oszilliert chaotisch (Mitte)
ebenso wie die Abweichung ¢(t) - @t
zwischen Phase ¢(t) und mittlerem
Wachstum wt.

Dieses Differentialgleichungssystem
beschreibt Schwingungen der Konzen-
trationen x, y, z dreier Reagenten und
besitzt einen chaotischen Attraktor. In
der Projektion in die x,y-Ebene kann
man dem Réssler-System recht einfach
mithilfe von Polarkoordinaten eine
Phase ¢(t) zuordnen (Abb. i). Der Polar-
winkel liefert eine approximative Be-
schreibung der Phase, die mit der Zeit
anwachst. Die Zeitentwicklung dieses
Winkels verlauft etwas irregular, weil
die Umlaufgeschwindigkeit amplitu-
denabhdngig und chaotisch ist.
Dennoch kann man eine mittlere
Umlauffrequenz @=(¢) einfiihren und
untersuchen, wie sie sich bei (perio-
discher) duBBerer Anregung oder Kopp-
lung mit einem anderen (chaotischen)
Oszillator verandert.

Eine interessante Realisierung selbst-
erregter periodischer und chaotischer
Schwingungen basiert auf einem nega-
tiven differentiellen Widerstand, der bei
der anodischen Auflosung von Nickel in
Schwefelsaure auftritt. Wird eine Zelle
mit einer Ni-Anode in einer H,SO,-L6-
sung mittels eines Widerstands mit ei-
ner externen Gleichstromquelle verbun-
den, so treten oberhalb einer gewissen
Spannung Stromoszillationen mit einer
charakteristischen Periode auf. In be-
stimmten Bereichen der duBeren Span-
nung sind diese Stromschwankungen
chaotisch und dhneln sehr den Oszillati-
onen des Réssler-Systems (vgl. Abb. 5).
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1) Synchron blinkende
Glihwiirmchen wurden
in der westlichen Litera-
tur zuerst 1680 von E.
Kaempfer nach einer
Siam-Reise beschrieben
und sind heute einer der
Haupttouristenattrakti-
onen im Firefly Park Res-
sort in Kuala Selangor
(Malaysia).

Symphonie ohne Dirigent

So wie zwei Schwingungssysteme ihre Frequenzen
angleichen kénnen, kann auch eine grofere Zahl
gekoppelter Oszillatoren synchronisieren. Im All-
gemeinen spielt dabei neben der Einzeldynamik die
jeweilige raumliche Anordnung der Systeme (z. B.

auf einem Ring oder Gitter) eine wichtige Rolle, da

sie die Vernetzungstopologie, Kopplungsstarken und
eventuelle Zeitverzogerungen bei der Wechselwirkung
mitbestimmt. Ein wichtiger Spezialfall ist ein Ensem-
ble dhnlicher Oszillatoren, die (fast) alle miteinander
wechselwirken. Ein solches Oszillatorsystem erhalt
man z. B. durch Zusammenschaltung mehrerer Joseph-
son-Kontakte mit Hilfe einer gemeinsamen Last oder
in Form von Lasern, deren elektrische Felder miteinan-
der tiberlappen.

Auch in der Biologie gibt es viele Beispiele fiir Syn-
chronisation: Das vielleicht spektakuldrste Phanomen
sind im Gleichtakt blinkende Glithwiirmchen, wie
man sie z. B. in Baumen Stidostasiens findet [3]." Je-
des Glithwiirmchen hat dabei zunichst seine eigene
Blinkfrequenz, kann aber auch die Lichtblitze seiner
benachbarten Artgenossen ,,sehen und adjustiert da-
raufhin seine Frequenz. So verfallen zunachst wenige
Paare und dann immer mehr Glithwiirmchen in ein
synchronisiertes Blinken, bis schliefllich der gesamte
Baum periodisch aufleuchtet. Auch die Entstehung

DIE ADLER-GLEICHUNG

von Gehirnrhythmen fiithrt man auf Synchronisation
wechselwirkender Neuronen zuriick. Da Neuronen
sehr kurze Spikes abfeuern, modelliert man neuronale
Ensemble durch pulsgekoppelte Oszillatoren (diese
sind auch auf Glithwiirmchen anwendbar) und sog.
integrate-and-fire-Modelle.

In den 1960er-Jahren untersuchte der theoretische
Biologe Winfree Systeme gekoppelter Oszillatoren, um
s0 z. B. das synchrone Blinken der Glithwiirmchen zu
beschreiben [6]. Kuramoto hat 1975 ein mathematisch
l6sbares Modell fiir das Einsetzen dieser Art globaler
Synchronisation vorgeschlagen, das mittlerweile fiir
die Theorie der Ensemblesynchronisation eine ahn-
liche Bedeutung erlangt hat wie das Ising-Modell fiir
Phaseniiberginge [4]. Er betrachtete ein Ensemble von
N Oszillatoren, deren natiirliche Frequenzen gemafd
g(w) verteilt sind. Jeder dieser Oszillatoren ist mit je-
dem anderen gekoppelt, und diese Kopplungen seien
durch die Adler-Gleichung beschrieben (vgl. Infokas-
ten). Auf diese Weise erhalt man als Differentialglei-
chungen fiir die Phasen ¢y der beteiligten Oszillatoren

N
d(Pk .
= ot %;sm(goj—(pk)

mit der Kopplungsstiarke e. Um den thermodyna-
mischen Grenziibergang N->co durchfiihren zu kon-
nen, ist die Kopplung mit der Ensemblegréfe N nor-
miert. Ausgangspunkt fiir die analytische Behandlung

Die Adler-Gleichung beschreibt die dde
Phasendynamik schwach getriebener
oder gekoppelter, periodischer Oszilla-
toren. Anstelle einer genauen Herlei-
tung [4] beschranken wir uns hier auf
eine qualitative Motivation (siehe auch
das Beispiel im nachsten Infokasten).

Jede selbsterregte, periodische
Schwingung ldsst sich zerlegen in eine
Amplitude, die wahrend der Schwin-
gungsperiode bestimmte Werte stabil
durchlauft, und eine Phase, die neutral
stabil und daher beliebig verschiebbar
ist. Eine schwache Kopplung beein-
flusst (in erster Naherung) nur die
Phase. Die Bewegungsgleichungen der
Phasen ¢;=w; und @,=w, zweier Oszilla-
toren missen also auf der rechten Seite
um gewisse, von @; und @, abhangige
Terme ergdnzt werden. Wenn wir nun
annehmen, dass diese Kopplungsterme
klein gegeniber den Frequenzen ws,
sind, dann kénnen wir Gber die durch
w12 bestimmten schnellen Oszillationen
mitteln. Ubrig bleiben Wechselwir-
kungsterme, die von der langsam ver-
anderlichen Phasendifferenz Ap=@-¢,
abhédngen. Und da die Kopplung als
Funktion der Phasen 2mr-periodisch ist,
kann man sie im einfachsten Fall durch
sin(Ag) beschreiben und erhilt so die
von Adler 1946 hergeleitete Differen-
tialgleichung

dt

Kopplungsstarke.

U(ag)

Abb. ii:

—=Aw - €sinAp

fur die Phasendifferenz A der gekop-
pelten Oszillatoren. Aw = w; - w; ist da-
bei die (kleine) Frequenzverstimmung
der freien Schwingungen und € die

Die Dynamik der Phasendifferenz
lasst sich leicht veranschaulichen,
wenn man sie sich als gedampfte Be-
wegung eines Teilchens in einem Po-
tential U(Ap)=-AwA¢p-€ cosAg vorstellt
(Abb. ii). Das Potential hat entweder ein
Minimum, in dem das Teilchen zur
Ruhe kommt, oder es ist monoton, so-
dass Ag Uber alle Grenzen wachst. Die

Bei geringer Kopplungsstdrke
le|<|Aw| besitzt das Potential U(Agp) der
Adler-Gleichung keine Minima und die
Phasendifferenz Ap nimmt monoton zu
(blau). Fiir |e| > |Aw| (rot) bilden sich
lokale Minima, in denen die Phasendiffe-

(iii) Adler-Gleichung hat somit einen
stabilen Gleichgewichtszustand fiir
le|<|Aw], d. h. beide Oszillatoren
schwingen synchron mit der gleichen
Frequenz (wobei das Vorzeichen von €
festlegt, ob es sich um in-Phase oder
gegenphasige Schwingungen handelt).
Mit den gleichen Argumenten kann
man auch den Fall einer einseitigen
Kopplung betrachten, bei der einer der
Oszillatoren frei schwingt. Die Adler-
Gleichung beschreibt daher auch die
Synchronisation eines dynamischen
Systems mit einer treibenden, perio-
dischen (du3eren) Kraft.

S E—
Phasendifferenz Ap Ao

renz gegen konstante Werte konvergiert.
Der keilférmige Bereich in der e-Aw-
Ebene, in dem die Synchronisations-
bedingung |e| > |Aw| erfiillt ist, wird auch
als Arnol'd-Zunge bezeichnet (rechts).
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des Kuramoto-Modells ist die Moglichkeit, die rechte
Seite dieser Gleichung mit Hilfe einfacher trigonome-
trischer Formeln so umzuformulieren, dass anstelle

der aufsummierten Einzeleinfliisse nun Betrag R und

Phase @ des komplexen mittleren Feldes
N

Re®= % De

j=1
als treibende Terme auftreten
%zwk + € Rsin(D-gy) .
t
Der Betrag R spielt hierbei die Rolle eines Ordnungs-
parameters, der das Ausmaf3 der Synchronisation
innerhalb des Ensembles charakterisiert. Besitzen
alle Oszillatoren unabhéngige, gleichverteilte Phasen,
dann verschwindet R (fiur N > o). Sind zumindest die
Phasen einiger Oszillatoren korreliert, so tragen sie zu
einem positiven Werte des Ordnungsparameters bei,
der bei vollstandiger Synchronisation gegen eins kon-
vergiert.

Wie beim ferromagnetischen Phasentibergang kann
eine selbstkonsistente Theorie formuliert werden,
indem man zunichst Werte fiir R und @ annimmt,
daraus eine Verteilung der Phasen ¢i berechnet und
damit neue Werte fiir R und @ bestimmt. Auf diese
Weise erhilt man Gleichungen fiir R und @, aus denen
folgt, dass R verschwindet, solange die Kopplungs-
stiarke € unterhalb eines kritischen Werts e. liegt und
positive Werte annimmt, falls € > e.. Abb. 3 zeigt diesen
Kuramoto-Ubergang zur Synchronisation fiir ein
experimentelles System von 64 gekoppelten elektro-
chemischen Oszillatoren [7]. Um die Kopplung € vari-
ieren zu konnen, werden dabei die elektrischen Strome
der einzelnen Oszillatoren durch einen gemeinsamen
Widerstand geleitet.

Der Kuramoto-Ubergang ist ein Phaseniibergang,
allerdings ohne eine ,,Temperatur® (wie z. B. beim fer-
romagnetischen Ubergang), denn es geht ja um ein ma-
kroskopisches, deterministisches System ohne stochas-
tische Komponenten. Die Rolle der Temperatur wird
hier von der Breite der Frequenzverteilungsfunktion
g(w) ibernommen, und der kritische Kopplungswert €.
ist im Wesentlichen proportional zu dieser Breite.

Da das Kuramoto-Modell einen sehr allgemeinen
Fall gekoppelter Oszillatoren qualitativ beschreibt,
lassen sich seine Vorhersagen in vielen Situationen
anwenden, oft auch dann, wenn keine detaillierten
mathematischen Modelle zur Verfiigung stehen. Ein
spektakulires Beispiel sind die unerwarteten Schwin-
gungen der Londoner Millennium Bridge, die an ih-
rem Eroffnungstag auftraten, als zu viele Schaulustige
die Briicke iiberquerten [8]. Die einzelnen Fufiginger
entsprechen den individuellen Oszillatoren, jeder von
ihnen iibt mit seinem Gang eine (transversale) perio-
dische Kraft auf die Briicke aus, die hierdurch - wie der
Balken mit den Pendeluhren von Huygens - in kleine
transversale Schwingungen versetzt wird. Die Spa-
zierganger ,,spiiren” diese Briickenschwingungen und
passen (unbewusst) ihre Bewegung an. Auf diese Weise
kommt es zu einer Synchronisation der Schritte, die
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ihrerseits zu einer noch grofieren Gesamtkraft auf die
Briicke fithrt. Dieser Prozess lasst sich durch ein Mo-
dell beschreiben, das dem eben beschriebenen dhnelt,
wobei die Schwingungsamplitude der Briicke die Rolle
des Ordnungsparameters R ibernimmt und die trei-
bende Kraft nicht mit der Fuf3gdngerzahl N normiert
ist. Daher ist die Anzahl N der Briickengdnger der rele-
vante Parameter fiir den Kuramoto-Ubergang. Und in
der Tat gelang es nachzuweisen, dass es eine kritische

Personenzahl

N. = 166 gibt, ab der die Schwingungen

und damit der Kuramoto-Ubergang einsetzt.

Auf3er bei den bereits genannten Josephson-
Kontakten wurde das Kuramoto-Modell auch zur Be-
schreibung von Synchronisationsphdnomenen in einer
Vielzahl anderer Systeme erfolgreich eingesetzt, da-
runter synchrone Bewegungen von Atomen in einem
Ringlaser, Ladungsdichtewellen und Antennenarrays.
Zu den Erweiterungen des Kuramoto-Modells gehort
die Beriicksichtigung von Signallaufzeiten und loka-
len Kopplungen, die u. a. zu metastabilen synchronen

Zustinden fihren.

Synchronisation tritt auch bei neuronalen Akti-
vitdten auf [9]. Hier gilt sie u. a. als moglicher Erkla-

Abb.3 Der Kuramoto-Ubergang zur
Synchronisation ldsst sich z. B. mit 64
gekoppelten, oszillierenden elektroche-
mischen Oszillatoren nachweisen [7].
Oberhalb eines kritischen Wertes €. der
Kopplungsstarke nimmt der Ordnungs-
parameter R stark zu.

Ordnungsparameter R

3
Kopplungsstarke

DIE ADLER-GLEICHUNG: EIN BEISPIEL

Als Beispiel fuir die Herleitung der
Adler-Gleichung betrachten wir Halb-
leiterlaser, die durch den Uberlapp
ihrer elektrischen Felder gekoppelt
sind. Die Ratengleichungen fiir die
(komplexen) Feldamplituden E;, und
die Besetzungszahlendifferenzen N,
lauten

O (B-iw) BTN+ SE,
i"i'_J (v +8|EP) Ny,

dEZ ~(B-iwa) E2+T Ny Ex+ £,
sz

= —_/— Y+6|E2| N,.

Hier werden alle Parameter der Laser
als gleich angenommen, mit Ausnah-
me der Lichtfrequenzen w;. Der Kopp-
lungsparameter € beschreibt die Injek-
tion des Feldes eines Laser in den an-
deren. Beschreibt man die komplexen
Felder E;=|Ej|e"” durch Amplituden |E}|
und Phasen ¢;, so erhalt man

d|E;

WL — (N~ B B+ cos(@s- 00 |Ed
dw

= = Wi+ (Ed/[ED sin(g; - @u)

- —J (y+6|E) N,

Ohne Kopplung (e = 0) konvergieren
die Feldamplituden und die Beset-
zungszahlendifferenzen gegen kon-
stante Werte |Ej|* =(Jr-By)/(B 6) und
N;=B/I und die Phasen ¢; wachsen
linear mit w;. Eine (sehr) schwache
Kopplung (0 < € «1) verschiebt die
Gleichgewichtswerte fiir die Feldam-
plituden und Besetzungszahlendiffe-
renzen nur in vernachldssigbar gerin-
gem Ausmal. Bei den anwachsenden
Phasen akkumulieren sich die durch
die Kopplung hervorgerufenen Sto-
rungen hingegen und kénnen dabei
durchaus die Gro3enordung 27 errei-
chen. Die Phasendynamik reagiert in
diesem Sinne besonders empfindlich
und muss daher unter Einbeziehung
des Kopplungsterms €/2 (|Ei|/|E;|)
sin(@; — @«) beschrieben werden. Mit
der Naherung |E| = |Ej| erhalt man so
fur die Phasendifferenz Ap = ¢: - ¢, die
Adler-Gleichung.
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X1, X2

X2

Abb.4 a) Zweiungekoppelte Rossler-Sys-
teme schwingen unabhéngig voneinan-
der (links: Uberlagerung der Prozesse;
rechts: Lissajous-Darstellung). b) Bei
schwacher Kopplung schwingen die
Phasen synchron, d. h. Minima und Maxi-
ma werden im Gleichtakt erreicht, ob-
wohl die entsprechenden Werte nicht

Zeit M

korreliert sind. Das kreisférmige Lissa-
jou-Bild ist typisch fiir die Ubereinstim-
mung von Frequenzen. c) Bei starker
Kopplung tritt (fast) vollstandige Syn-
chronisation auf. Obwohl die Systeme
nicht identisch sind, stimmen sowohl die
Phasen als auch die Amplituden fast per-
fekt Uberein.

rungsansatz des ,,Bindungsproblems®, also der Ver-
kniipfung unterschiedlicher Sinnesreize, die so zu einer
einheitlichen Wahrnehmung von Gegenstdnden oder
Ereignissen fithren. Kohérente neuronale Aktivitat
wurde bei vielen Experimenten beobachtet, welche die
Hypothese stiitzen, dass Synchronisation fiir verschie-
dene kognitive Prozesse mit verantwortlich ist und
auch bei einigen Gehirnerkrankungen wie Epilepsie
und Parkinson auftritt.

Chaotische Oszillationen

Viele nichtlineare Systeme sind in der Lage, auch aperi-
odische, chaotische Schwingungen zu erzeugen. Dabei

=%}

treten dhnliche Synchronisationsphanomene auf wie
bei periodischen Oszillationen, aber auch neue Effekte.

Phasensynchronisation

Die Schwingungen vieler autonomer chaotischer Sys-
teme sehen aus wie gestorte periodische Oszillationen.
Man kann sie daher ebenfalls mit einer Phase charak-
terisieren [4, 10], wie es anhand des Rdssler-Systems im
ersten Infokasten dargestellt ist. Koppelt man nun zwei
leicht verstimmte Rossler-Systeme, so passen sich ihre
Frequenzen bei zunehmender Kopplung aneinander
an. Schliefilich setzt bei einer kritischen Kopplungs-
starke Phasensynchronisation ein, bei der die Phasen-
differenz ¢i(t) — ¢2(t) beschrénkt ist und beide Rossler-
Systeme die gleiche mittlere Frequenzen haben. Die
Amplituden oszillieren dabei weiterhin chaotisch und
nahezu unkorreliert (Abb. 4).

Phasensynchronisation chaotischer Oszillatoren
durch periodische Anregung wurde z. B. bei che-
mischen Reaktionen [11] (Abb.5), Experimenten mit
elektronischen Schwingkreisen, angeregter Gasentla-
dung oder Lasern beobachtet. Fiir den experimentellen
Nachweis wird dabei in der Regel zunéchst eine Re-
konstruktion des Zustandsraums durchgefiihrt, z. B.
mit Hilfe zeitverzogerter Koordinaten (Abb. 5a) oder der
Hilbert-Transformation [4].

Phasensynchronisation tritt auch in Ensembles
chaotischer Systeme auf, so z. B. bei 64 gekoppelten
elektrochemischen chaotischen Oszillatoren, bei denen
ein Kuramoto-Ubergang beobachtet wurde [7]. Da bei
schwacher Kopplung nur die Phasen der Oszillatoren
betroffen sind, lasst sich auch hier wie bei den perio-
dischen Oszillationen die Kuramoto-Theorie anwenden.

Die Moglichkeit, zumindest bestimmte Eigen-
schaften (gekoppelter) chaotischer Oszillatoren mit
Hilfe von Phasen zu beschreiben, erlaubt es, verschie-
dene oszillatorische Prozesse in einem gemeinsamen
theoretischen Rahmen zu behandeln. So lasst sich die
Phasendynamik streng periodischer, chaotischer und
stochastischer Schwingungen mit verallgemeinerten
Adler-Gleichungen beschreiben. Dies bedeutet, dass

304
3 0,15 4 o
254 1
= 0,10 4 3 L]
[ ] i
E 20 e $
£ ~ 0,054 = Phasensynchronisation -
- = = 3
S2 < 000 S — £ By (4
< : =10 . 4
= (S 4 ;
0,05 4 : -
$ A i
-0,104 54 . *
7 & W E————————— e
/////}’ Q\S\\ 120 1,25 130 135 1,40 145 1,20 125 130 135 140 145
2) vgl. Infokasten l \\,&x ' QinHz QinHz

»Selbsterregte Oszilla-
toren ...%

Abb.5 Bei einer periodisch, durch Mo-
dulation der externen Spannung ange-
regten elektrochemischen Reaktion?”
kann Phasensynchronisation auftreten
(aus [11]). (@) Aus der Messgrof3e I(t), dem
Strom durch die Nickel-Schwefelsaure-
Zelle 1@sst sich mit zeitverzogerten Koor-
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dinaten (/(t), I(t+0,15s), I(t+0,2 s) die Dyna-
mik dreidimensional darstellen. Der
Hohlraum im Zentrum des chaotischen
Attraktors erlaubt es, wie beim Rossler-
System, eine Phase einzufiihren, die mit
den Umlaufen zunimmt. (b) Die Diffe-
renz Q - w aus Antriebsfrequenz Q und
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Oszillationsfrequenz w zeigt, aufgetra-
gen gegen w ein typisches Synchronisa-
tionsplateau. (c) In der von der Anre-
gungsfrequenz Q und -amplitude A. auf-
gespannten Parameterebene tritt die
Phasensynchronisation in einer keil-
formigen Arnol‘d-Zunge auf.



fiir jede Form nahezu periodischer Schwingungen, die
wir bei einem komplexen System beobachten, typische
Synchronisationsphdnomene zu erwarten sind, auch
wenn nicht genau bekannt ist, ob die zugrunde lie-
gende Dynamik eher deterministisch, chaotisch oder
stochastischer Natur ist. So kann man das Konzept der
Phasensynchronisation auch auf 6kologische Systeme
anwenden, die z. B. durch Réuber-Beute-Modelle be-
schrieben werden [12].

Vollstandige Synchronisation

Bei der bisher betrachteten Phasensynchronisation
bleiben die beteiligten Amplituden nahezu unkorre-
liert. Es handelt sich also um eine partielle Synchro-
nisation der beteiligten Systeme. Sind dagegen alle
Zustandsvariablen synchronisiert, so spricht man von
vollstidndiger Synchronisation, die bei tibereinstim-
menden Systemen auch als identische Synchronisati-
on bezeichnet wird, da sie mit einer asymptotischen
Ubereinstimmung lim,, .. ||x(¢) - y(¢)|| = 0 der Zu-
stinde x und y der beteiligten Systeme verbunden ist
[4,13]. Diese Art der Synchronisation kann fiir alle
Typen dynamischer Systeme auftreten, also auch fiir
nichtautonome oder zeitlich diskrete (iterierte Ab-
bildungen). Insbesondere kénnen auch gekoppelte
chaotische Oszillatoren vollstindig synchronisierte,
aperiodische Schwingungen zeigen.

Als Beispiel sollen wieder die beiden gekoppelten
Rossler-Systeme dienen, die auch schon zur Illustrati-
on der Phasensynchronisation verwendet wurden. Sie
stimmen zwar nicht perfekt tiberein, sind aber den-
noch so dhnlich, dass sich die hier zunéchst fiir iden-
tische Systeme gemachten Aussagen {ibertragen lassen.
Wird die Kopplungsstarke iiber den Schwellenwert der
Phasensynchronisation hinaus erhoht, tritt oberhalb
eines weiteren kritischen Werts vollstindige Synchro-
nisation auf (Abb. 4c).

Eine besondere Variante der vollstaindigen Synchro-
nisation wurde 1991 von Pecora und Carroll vorgestellt
[14] und basiert auf einer Kopplung, bei der eine System-
variable durch die entsprechende Grofie eines anderen,
identischen Systems ersetzt wird. Als Kriterium fir
Synchronisation wird die Ubereinstimmung der nicht
ersetzten Variablen betrachtet. Dies ist ein Beispiel einer
einseitigen Kopplung, bei der ein chaotisches System
ein anderes antreibt. Synchronisation tritt auf, wenn
beide Systeme iibereinstimmen und die Kopplung so
gestaltet ist, dass eine Gesamtdynamik mit tibereinstim-
menden Zustandsvariablen moglich und stabil ist.

Allgemein lassen sich zu fast jedem treibenden
(chaotischen) System auf verschiedene Weise Ant-
wortsysteme und geeignete Kopplungssignale kon-
struieren, die zu vollstindiger Synchronisation fithren
[15]. Als Beispiel betrachten wir einen chaotischen
Halbleiterlaser mit externem Resonator, der durch
Lichtinjektion einen zweiten Halbleiterlaser antreibt
[16]. Sind Pumpstrome und Temperaturen der beiden
Laser aufeinander abgestimmt, so zeigt der getriebene
Laser die gleichen irreguldren Intensitdtseinbriiche
wie der treibende Laser (Abb. 6). Ahnliche Dynamik
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Abb.6 Der Intensitatsverlauf zweier einseitig optisch gekop-
pelter Halbleiterlaser ist chaotisch (oben: getriebener Laser;
unten: treibender Laser). Durch geeignete Abstimmung beider
Laser tritt vollstandige, identische Synchronisation auf, bei

der insbesondere die irreguldren Intensitdtseinbriiche (low
frequency fluctuations) zeitgleich stattfinden (aus [16]).

und Chaossynchronisation zeigen auch bidirektional
gekoppelte Halbleiterlaser, bei denen dariiber hinaus
ein Symmetriebruch auftritt, der zur Folge hat, dass die
Intensitatsschwankungen des einen Lasers denen des
anderen voraus eilen [17]. Die Synchronisationseigen-
schaften solcher optischer und elektronischer Systeme
werden auch im Hinblick auf mégliche Anwendungen
in der Nachrichtentechnik untersucht, in der Hoff-
nung, chaotische Dynamik als breitbandige Trager-
signale oder fiir eine Hardware-nahe Verschliisselung
effizienter als herkommliche Verfahren einsetzen zu
konnen - ein moglicher Effizienzgewinn gegeniiber
herkémmlichen Verfahren [18].

Schliefilich tritt Synchronisation auch bei einseitig
gekoppelten Systemen auf, die kein (nahezu) iden-
tisches Paar bilden, sondern sich sogar strukturell
unterscheiden kénnen - man spricht dann von ver-
allgemeinerter Synchronisation [19].

Ausblick

Wie in der nichtlinearen Dynamik héufig der Fall,
zeigen auch die Synchronisationseffekte universelle
Eigenschaften, die fiir Systeme ganz verschiedenen Ur-
sprungs — von Biologie bis zur Laserdynamik — gelten.
In der aktuellen Forschung wird die Untersuchung auf
komplexere Objekte als die hier diskutierten einfachen
Beispiele ausgedehnt. Dazu gehéren raumliche, durch
partielle Differentialgleichungen beschriebene Systeme,
komplexe Netzwerke usw. Da viele komplexe Systeme
chaotisches Verhalten aufweisen, sind hier die verschie-
denen Typen der Chaossynchronisation besonders
wichtig. Diese Effekte bilden eine Briicke zwischen

den dynamischen Eigenschaften, die bei niedrigdi-
mensionalen Systemen auftreten und z. B. im Rahmen
der Bifurkationstheorie behandelt werden, und stati-
stischen Methoden, die zur Beschreibung von Chaos

in komplexen Systemen geeignet sind. Die Forschung
an dieser Schnittstelle beinhaltet z. B. durch Rauschen
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hervorgerufene Synchronisation und andere interes-
sante Effekte. Synchronisation lokaler Oszillatoren ist
auch eine wichtige Ursache fiir raumzeitliche Struktur-
bildung, bei der es neben verschiedenen Formen von
Wellen (Stichwort: ,,La Ola“) zu Clusterbildung und In-
termittenzerscheinungen kommt, die noch weitgehend
unerforscht sind — Beispiele, die zeigen, dass die mehr
als dreihundertjihrige Geschichte der Erforschung der
Synchronisation noch keineswegs abgeschlossen ist.
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