Hydrodynamik

Hochprazision im Kochtopf

Neues zur turbulenten Wirmekonvektion

Giinter Ahlers, Siegfried GroRmann und Detlef Lohse

Hundert Jahre nach Henry Bénards ersten Un-
tersuchungen zum Wirmetransport in einem
»Kochtopf“ ist das konzeptionell einfache Sys-
tem eines Fluids, das sich zwischen zwei unter-
schiedlich warmen Platten befindet, noch im-
mer fiir Uberraschungen und neue Erkenntnisse
gut. Durch hochprazise Messungen einerseits
sowie Vorhersagen fiir experimentell zuvor
unzugingliche Parameterbereiche andererseits
haben sich Experiment und Theorie in den ver-
gangenen Jahren wechselseitig herausgefordert
und befruchtet - mit dem Ergebnis, dass heute
eine vereinheitlichte Theorie der turbulenten
Wirmekonvektion existiert. Wie diese Theorie
zeigt, ist die in der Turbulenzphysik praktisch
iiberall angenommene Giiltigkeit von Potenz-
gesetzen keineswegs so universell wie bisher
geglaubt.

junger Physiker im Jahre 1900 in Paris seine Dis-

sertation einreichte, Les tourbillons cellulaires
dans une nappe liquide. Sein Name: Henri Bénard
(1874-1939), spater Professor in Paris. Er hatte den
Wirmetransport durch eine 0,81 mm dicke Schicht aus
Walrat-Fett (Spermaceti) untersucht, die von unten
durch siedendes Wasser erwdrmt wurde. Bei 46 °C
schmolz die kreisformige Schicht von 20 cm Durch-
messer. Durch den Temperaturunterschied von 80 K
zwischen der unteren Platte (iiber siedendem Wasser
von 100 °C) und der oben freien Fettgrenze (unter Luft
von 20 °C) setzte Stromung ein - eine alltdgliche Kii-
chenerfahrung. Wie Abbildung 1 zeigt, bildeten die auf-
und absteigenden Stromungen ein schones Muster aus
aneinandergereihten Sechsecken, deren Entdeckung
Bénards bleibendes wissenschaftliches Verdienst ist
(weiteres siehe [1]).

Einige Jahre spéter, mitten im 1. Weltkrieg, 1916,
verOffentlichte der 74-jahrige Lord Rayleigh (John
William Strutt, 1842-1919), bereits seit 1904 Nobel-
preistréager, Professor und damals Kanzler der Cam-
bridge University, unter Hinweis auf the interesting
results obtained by Bénard seine Erklarung der Mus-
terbildung beim konvektiven Warmetransport, On
convective currents in a horizontal layer of fluid, when
the higher temperature is on the under side. Er, der die
Stabilitdtstheorie in seiner brillanten Karriere wesent-
lich mitentwickelt hatte, erkannte auch hier die Insta-

Ein volles Jahrhundert ist es her, als ein 26 Jahre

bilitédt der zunéchst ruhen-
den Schicht gegeniiber
dem Einsetzen von
Stromung in der
Schicht. Die das
Muster charakte-
risierende Wel-
lenldnge deutete
er als die Wel-
lenlénge der zu-
erst instabil wer-
denden Fourier-
Mode (siehe [1]).
Rayleigh hatte auch
die freie Oberfldche von
Bénards Experiment durch

eine feste ersetzt. Aus den Sechseckmustern werden
dadurch horizontale, schlauchartige Stromungs-, Rol-
len“, nunmehr allein von der Schwerkraft getrieben,
ohne Mitwirkung der Oberflaichenspannung.

Das Rayleigh-Bénard-Experiment (RB) beschéftigt
uns seitdem immer wieder. (Die Grundbegriffe sind in
den Infokésten auf Seite 32 und Seite 33 zusammenge-
stellt und erldutert.) Das RB-Experiment wurde zu dem
hydrodynamischen Musterexperiment, das Taufpate
vieler Durchbriiche wurde. So beschéftigten sich zum
Beispiel Anfang der 60er Jahre die Meteorologen Barry
Saltzman und Edward Lorenz mit der Modenanalyse
des RB-Experimentes, stellt doch evidenterweise die im
Vergleich zur ErdgroRe diinne Atmosphére iiber dem
durch die Sonne erwdarmten Erdboden unten und der
kalten Stratosphére oben ein RB-System par excellence
dar. Die numerische Losung der nichtlinearen Glei-
chungen fiir die Modenamplituden fiihrte 1963 zur
Entdeckung der chaotischen, dissipativen Dynamik in
der Hydrodynamik: statistisches, unvorhersagbares
Verhalten, seltsame Attraktoren mit fraktaler Dimensi-
on, empfindliche Abhéngigkeit von den Anfangswerten
u. a. [2]. RB-Konvektion war auch das Mustersystem
beim weiteren Durchbruch der Nichtlinearen Dyna-
mik, zeigte es doch 1974 beispielhaft und zum ersten
Mal ein chaotisches Verhalten, gemessen am unregel-
méRigen Schwanken des Warmestroms, in einem
hydrodynamischen System (Abb. 2), heute selbstver-
stindlich, damals erstmal ungldubig in der Schublade
versteckt. Auch wurde an diesem System erstmalig
experimentell der Weg zum Chaos durch Perioden-
verdopplung untersucht (Maurer und Libchaber, 1979),
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Abb. 1:
Musterbildung bei

Wirmekonvektion in
Bénards historischem
Experiment, aus [1].
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ein Phanomen, das man bei Scherstromungen durch
Rohre, Windkanadle u. &. vergeblich gesucht hatte.
Wie verhilt sich nun die Stromung, wenn man den
thermischen Antrieb, also Ra, und damit die Konvek-
tion mehr und mehr erh6ht? Die laminaren, schon re-
gelméRigen Muster beginnen zunéchst periodisch in
Zeit und Raum zu schwanken. Dann werden sie chao-
tisch (Abb. 2) und schlieflich wird die Stromung tur-
bulent. Nie aber, so jedenfalls glauben wir den Experi-

Abb. 2:
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menten entnehmen zu kdnnen, vergisst sie ihre ur-
spriingliche Rollenstruktur: Ans andere Ufer - also von
der unteren, heillen Platte zur oberen, kiihlen Platte —
kommt die Wiarme mittels turbulentem Wiarmetrans-

port durchs Innere sowie durch eine mittlere Stro-
mung, den ,,Wind“. Dieser steigt als groRer, rollen-
formiger Wirbel an einem Rand auf, bldst unter dem
Deckel entlang zur anderen Seite, steigt am anderen
Rand wieder herab und schlie3t iiber die Bodenplatte
wehend den Kreislauf. Auch 16sen sich aus den zu-
ndchst noch laminaren Randschichten immer wieder,

Die dimensionslosen Kennzahlen des Rayleigh-Bénard-Systems

Das Rayleigh-Bénard-Experiment wird
durch folgende physikalische Parame-
ter beschrieben: die Hohe L der im
allgemeinen zylindrischen Zelle, ihr
Durchmesser d, die Temperaturdiffe-
renz A zwischen der warmen unteren
und der kalten oberen Platte, die Erd-
beschleunigung g, sowie die (schwach
temperaturabhéngigen) Materialgro-
Ren des Fluids, also seine kinemati-
sche Viskositdt v (fiir Luft etwa 15
mm? s71, fiir Wasser 1 mm? s7!), seine
thermische Diffusivitdt « (fiir Wasser
etwa 1/7 mm? s7!) und sein thermi-
scher Ausdehungskoeffizient o (fiir
Wasser 2,07 x 1074 K-1). Letzterer be-
schreibt, wie sich die Dichte und somit
der Auftrieb mit der Temperatur &n-
dern, o(T) =@(Tp)[1-a (T-Ty)].

Die Dimensionsanalyse dieser Gro-
Ren zeigt, dass sie sich in drei dimen-
sionslose Zahlen zusammenfassen
lassen: den dimensionslosen Tempera-
turunterschied, Antrieb fiir die thermi-
sche Konvektion, genannt die Ray-
leigh-Zahl

Ra = agl’A ’

KV

Physik Journal
32 1(2002) Nr.2

die Prandtl-Zahl

pr=2
K

)

die eine reine MaterialgroRe ist, und
die dimensionslose Schichtbreite, das
so genannte Geometrieverhéltnis oder
aspect ratio ' =d/L.

Das System ,antwortet“ auf das
Temperaturgefélle A/L mit einem
(mittleren) Warmestrom J von unten
nach oben und mit einer rollenférmig
angeordneten Konvektionsstromung,
genannt ,Wind“, dessen (mittlere)
Stromungsgeschwindigkeit U sei. Im
Inneren der Rolle ist die Stromung bei
starkem Wind U turbulent. Der mit
dem molekularen Wiarmestrom dimen-
sionslos gemachte Wéarmestrom J heiflt
Nusselt-Zahl

Nu = J =
KAL
Der Wind U wird mit der molekularen
Geschwindigkeit v/L dimensionslos
gemacht und heillt Reynolds-Zahl
UL

Re = —
v

Die zentrale Frage lautet nun: Wie
hdangen Nu und Re von den Kontroll-
parametern ab, also Nu(Ra, Pr, ') und
Re(Ra, Pr,I)?

unregelméRig, kleine Fliissigkeitstropfchen - so ge-
nannte plumes - ab, warme steigen auf, kalte fallen
herunter: eine brodelnde Suppe (Abb. 4 und 5). Was
kann man dariiber aussagen?

Die hier zu berichtenden Neuigkeiten betreffen ein-
mal die auRerordentlichen experimentellen Fortschritte
in der Genauigkeit, mit der die dueren Bedingungen
kontrolliert werden und mit der gemessen wird, so-
dann die heute erreichbaren riesigen Rayleigh- und
Reynolds-Zahlen, die atmosphérischen Stiirmen ent-
sprechen konnen, sowie schlielllich die Abhéngigkeit
der Konvektion von den molekularen Eigenschaften
der Fliissigkeit. Aber auch auf immer noch ungeklarte
experimentelle Widerspriiche ist hinzuweisen. Die
Theorie kann den Warmestrom und die Windstédrke in
dem derzeit experimentell iiberdeckten groflen Bereich
der Parameter Ra und Pr erstaunlich gut beschreiben.
Das physikalische Geheimnis dahinter ist, dass man
nach globalen, mittleren Eigenschaften des Wéarme-
transports fragt - und diese Fragen offenbar aus der
Kenntnis ebenso globaler Eigenschaften turbulenter
Stromungen beantworten kann.

Die Physik der Warmekonvektion

Wie entsteht nun thermische Konvektion? Betrach-
ten wir ein kleines Fliissigkeitselement der Ausdeh-
nung ¢, das zufillig etwas wérmer als seine Umgebung
ist. Sein Temperaturkontrast 6T zur umgebenden Fliis-
sigkeit verringert seine Dichte ¢ um 6¢ und erzeugt so
eine Auftriebskraft agéT (pro Masse g¢3). Die Ge-
schwindigkeit 6u der einsetzenden Bewegung darf
nicht zu grol sein, damit die Reibungskraft pro Masse,
véu/€?, die Auftriebskraft nicht iibertrifft und den Auf-
stieg verhindert.

Lisst sich das Fluidelement andererseits zu viel Zeit,
verliert es seinen Temperaturkontrast 6T zur Umge-
bung wegen des Wirmeverlustes infolge der thermi-
schen Leitfahigkeit x mit der Rate k6T/¢2. Es kann den
Temperaturkontrast wieder vergroRern, wenn es durch
die Aufwirtsbewegung schnell genug wieder in kiltere
Umgebung gelangt. Die Temperatur dndert sich beim
Aufsteigen um 6x pro Zeit 6t mit der Rate éx/6t-A/L=
o6uA/L. Um das zu nutzen, muss das Fluidelement nur
schnell genug steigen. Konvektion kommt also zustan-
de, wenn zwei Bedingungen fiir die Auftriebsgeschwin-
digkeit gleichzeitig erfiillt sind: ausreichendes Wett-
machen der Warmeleitungsverluste durch Bewegung in
kiihlere Umgebung sowie nicht zu viel Bremsung durch
Reibung. Das ergibt folgende zwei Ungleichungen:

L k 2?

Damit ein solches éu-Fenster offensteht, muss die
rechte Seite grofRer als die linke sein. Das ist der Fall,
sogar unabhéngig vom zufilligen Temperaturkontrast
6T, wenn

agl’A _ AN
o Ra = (7) . (2)
In einem gegebenen Experiment (also «, g, L, v und
gewdhlt) erfolgt der Einsatz der Konvektion geméR (2)
zuerst, also bei umso kleinerem Temperaturunterschied
A, je grofer das gedachte Tropfchen mit dem zufélligen
Temperaturkontrast ist. Offenbar darf seine Ausdeh-
nung ¢ aber zu grof3 auch wieder nicht sein, sonst ware
es zwischen Winden und Deckplatten fest einge-
klemmt und unbeweglich. Experiment und Theorie lie-



fern bei fest berandeten Fliissigkeitsschichten als groRt-
mogliches konvektionsfahiges Fluidelement eines mit
€,=L/6,429. Es bedarf deshalb mindestens eines Tem-
peraturunterschieds 4, bzw. einer Rayleigh-Zahl Ra_ =
agL3A./vk von Ra,= (L/¢.)*=1708, damit die Konvek-
tion einsetzen kann. Fiir kleinere Ra verhindern die
Viskositdt und die Warmeleitfahigkeit den Aufstieg, fiir
Ra > Ra_ dagegen verursacht der Auftrieb den Einsatz
der Wiarmekonvektion. Das Argument erklért auch,
warum die Rayleigh-Zahl der fiir den Antrieb der War-
mekonvektion relevante dimensionslose Kontrollpara-

meter ist.

Kommt an einer Stelle im Fluid ein Auftrieb zustan-
de, so muss wegen der Inkompressibilitdt woanders
kalte Fliissigkeit wieder herunter, um Platz zu machen.
So entsteht eine geordnete, rollenartige Stromung, der
Wirme-Wind. Nach den bisherigen experimentellen Er-
fahrungen weht er auch bei den groBten bisher erreich-
ten Ra=10Y. Schon ab etwa 108 ist er stark genug,
dass im Inneren des GefdRes Turbulenz herrscht.

Wie verhilt sich die Nusselt-Zahl als

Funktion von Ra und Pr?

Durch den Wind und die plumes ist der Warme-
strom J natiirlich deutlich groRRer als der rein moleku-
lare Warmestrom kA/L, die Nusselt-Zahl also groRer
als 1. Am Einsatzpunkt der Konvektion kann man Nu
noch numerisch aus den zugrundeliegenden hydrody-
namischen Gleichungen ausrechnen. Aber spétestens
ab Ra=10® geht das nicht mehr so leicht, da die Stro-
mung zu turbulent wird. Immerhin gibt es Abschétzun-
gen mathematisch strenger oberer Schranken durch
Howard (1963), verbessert durch Busse (1969) [5]

Nu-1<,/Ra/1035

3)

Diese Schranke liegt allerdings weit iiber den experi-
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mentellen Messwerten und 16st das Pr-Verhalten von
Nu gar nicht auf.

Theoretisch erwartet man fiir grofe Ra zunéchst -
und meint es auch zu beobachten - wegen des hoch-
gradig nichtlinearen Charakters der turbulenten Wir-
mekonvektion potenzartige Abhédngigkeiten

Nu=Nu(Ra, Pr)~RafPrf 4)

analog fiir Re=Re(Ra, Pr), mit Exponenten Sy und fy;.
Potenzgesetze und damit Selbstdhnlichkeit, ,Skalen-

invarianz“, sind die Signatur nichtlinearer Systeme, im
Unterschied zu den exponentiellen Abhingigkeiten der

linearen Physik, siehe z. B. [6].

nvektions-
stromung

\

Welche Werte der Kontrollparameter konnen erreicht werden?

Rayleigh-Zahlen: Jedem ver-
traut ist das Beispiel eines
auf dem Herd erhitzten, mit
Wasser gefiillten Kochtopfs.
Nehmen wir an, er sei L=10
cm hoch gefiillt und die Tem-
peraturdifferenz zwischen
der Herdplatte und der Luft
dariiber betrage 4=200 K.
Mit typischen Werten fiir die
Materialgrofen (siehe oben)
bekommt man eine Rayleigh-
Zahl von 3 x 10°. Im kontrol-
lierten Rayleigh-Bénard-Ex-
periment wéhlt man die Tem-
peraturdifferenz A kleiner,
damit man die Temperatur-
abhéngigkeit der Material-
groflen vernachldssigen
kann. Auch begrenzt man die
Fliissigkeit oben wie unten
durch Metallplatten, um
flichenhaft konstante Tem-
peraturen zu gewahrleisten.
Die Abschidtzung beim Koch-
topf vermittelt eine Vorstel-
lung, welche Ra man ohne
weitere Tricks erreichen
kann.

Ra=10° mag zunichst
grof} erscheinen, ist jedoch

winzig im Vergleich zu den
in der Atmosphére auftreten-
den Rayleigh-Zahlen von bis
zu 10%° oder von noch groRe-
ren in astronomischen Fra-
gestellungen. Daher mochte
man auch im Labor groRe Ra
erreichen. Ein Weg dazu ist,
die Hohe L der RB-Zelle zu
vergroBern. In der Gruppe
von André Thess an der TU
in Ilmenau bereitet man zur
Zeit Experimente an einer
RB-,Zelle“ mit einer Stro-
mungshoéhe von ungefdhr L=
6,6 m vor (Abb. 3).

Einen anderen Weg be-
schritten schon Mitte der
70er Jahre Ahlers und Threl-
fall. Sie verkleinerten die ki-
nematische Viskositédt und
die thermische Diffusivitat
durch Erhohung des Drucks.
Ideal dafiir ist Helium nahe
an seinem kritischen Punkt,
der bei sehr tiefen Tempera-
turen, bei etwa 5 K liegt.
Dort hat man » und k etwa
20mal kleiner als unter nor-
malen Bedingungen in Heli-
um oder Luft. Libchaber und

Mitarbeiter [4] erreichten
mit diesem Trick Ende der
80er Jahre erstmals Rayleigh-
Zahlen bis zu 10 und damit
Nusselt-Zahlen bis zu 10°
und Reynolds-Zahlen bis 10°,
wie im Windkanal.

Prandtl-Zahlen: Die
Prandtl-Zahl Pr=v/« be-
schreibt, ob der molekulare
Impuls- oder der molekulare
Warmetransport des Fluids
der schnellere ist. Wasser hat
Pr=7, der Warmetransport
ist der langsamere. Bei (fast)
idealen Gasen ist v=k, also
Pr=1, weil Impuls- und War-
metransport dem gleichen
Mechanismus folgen. Die
Wechselwirkung der Mole-
kiile des Fluids kann aber v
und « sehr verschieden von-
einander machen, sodass Pr
sehr klein (z. B. 0,005 bei
fliissigem Natrium) oder sehr
grof (z. B. 7250 bei Glyze-
rin) sein kann. Seit kurzem
gibt es auch experimentelle
Nusselt-Zahl-Messungen fiir
diese sehr kleinen oder sehr

grolRen Prandtl-Zahlen. Eine
Prandtl-Zahl von praktisch
unendlich (Pr=102!) wird im
Erdmantel erreicht. Der
Grund dafiir liegt in der ho-
hen Viskositdt des Magmas.
Dementsprechend sind dort
die Rayleigh-Zahlen auch
nicht besonders grof, ndm-
lich ,,nur“ 10%-107.

Aspect ratio: Im urspriingli-
chen Experiment von Bénard
betrug das Geometrieverhalt-
nis, aspect ratio, ' =d/L =
247, war somit praktisch un-
endlich. Bei kleinen Ra sind
solche groBen I ohne weite-
res realisierbar. Das wird
aber bei den interessierenden
groRen Ra zunehmend
schwieriger, weil das Fluid-
volumen zu groR wiirde. Da-
her experimentiert man bei
turbulenter Konvektion mei-
stens mit I von der GroRen-
ordnung 1. Die Abhéngigkeit
von Nu und Re von I ist erst
wenig erforscht, und wir
werden sie hier nicht weiter
betrachten.
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Abb. 3:
Entwurfszeichnung
fiir das auflen 8 m
hohe ,,Ilmenauer
Fass“. Die effekti-
ve Hohe L fiir die
Rayleigh-Bénard-
Stromung ist varia-
bel und wird
maximal 6,6 m
betragen
(www.ilmenauer-
fass.de).
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Um die turbulente Stromung in einer Rayleigh-Bénard-Zelle
(RB) zu visualisieren, wurden Fliissigkristalle zugesetzt, die je
nach Temperatur eine andere Farbe zeigen. Man sieht deutlich,
wie sich kalte plumes (rot) aus der oberen, kalten Grenzschicht
ablosen. Gezeigt wird nur ein kleiner Teil der RB-Zelle, dicht
bei der oberen Platte, entlang der der Wind von rechts nach
links blidst. Das Bild wurde von Yibing Du und Penger Tong
(Oklahoma) aufgenommen (http://physics.okstate.edu/tong/
homepage.html).

,2Handwaving arguments“, um diese Exponenten zu
bestimmen, fithren schnell zu Widerspriichen mit den
experimentellen Befunden: Stellt man sich z. B. vor,
dass der Warmestrom J=Nu - kAL™' = (agL’A/vk)*-
(v/Kk)®- kAL wegen der stark brodelnden Turbulenz,
also einem praktisch momentanen Transport, doch ei-
gentlich von der Hohe L unabhéngig sein sollte, erhélt
man sofort §=1/3, ohne g’ festlegen zu miissen (Mal-
kus 1954, Spiegel 1962, Howard 1964). Das ist aber
nicht immer so, sagt das Experiment, d. h. die konvek-
tive Warmeleitung ,,weill“ dann offenbar doch, wie
dick die Fliissigkeitsschicht ist. - Plausibel erscheint
auch die Uberlegung, dass bei sehr starker Turbulenz
der Warmestrom J von den molekularen Eigenschaften

Abb. 6:

Die Nusselt-Zahl Nu in Helium als Funk-
tion der Rayleigh-Zahl Ra in dem unge-
wohnlich breiten Bereich 10° < Ra < 107.
Die Daten, von [11], sind logarithmisch
aufgetragen. Sie scheinen gut auf einer
Geraden zu liegen, ein Potenzgesetz
scheint also eine gute Nidherung iiber

100

108
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viele Dekaden der Rayleigh-Zahl Ra zu
sein. Die Steigung (der Exponent) ist

R
“ £=0,31

gar nichts mehr merken, also unabhéngig von » und «
sein sollte. Aus obiger Formel fiir J folgt dann sofort 8
=p'=1/2, was 1962 von Kraichnan als Skalenexponen-
ten bei sehr starker Turbulenz vorgeschlagen wurde.
Wieder sagt das Experiment: Ist in der Regel aber nicht
so. Trotz starker Turbulenz spiirt der Warmetransport
eben doch die Z&higkeit v und die thermische Leit-
fahigkeit . Ursache dafiir miissen die Randschichten
sein, in denen dissipative Prozesse immer eine Rolle
spielen.

Die experimentelle Situation ist kompliziert und wi-
derspriichlich: Schon Anfang der 70er Jahre ergaben
sich signifikante Abweichungen von der urspriinglichen
Vorhersage §=1/3. Der Exponent lag bei 0,28. Nach
den ersten Messungen mit Helium (Threlfall 1975), die
bei L =2 cm bis Ra=2 x 10° reichten, folgten dann -
allerdings erst mehr als zehn Jahre spéter - die inzwi-
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Abb. 5:

Illustration der thermischen Konvektion. In den roten Berei-
chen ist das Fluid wiarmer, in den blauen kilter. Man erkennt
die warmen und kalten plumes, die sich von den Randschichten
unten (rot) und oben (blau) ablosen und die Turbulenz antrei-
ben. Die seitlichen Pfeile geben die Stromungsrichtung des
Windes an. Die vier keilformigen Bereiche heilen Mischzone.
Man vergleiche diese Skizze mit der direkten Visualisierung in
Abb. 4. (Skizze von Leo Kadanoff, Physics Today, August 2001,
S. 34).

schen beriihmten Experimente der Libchaber-Gruppe
in Chicago [4], ebenfalls mit Helium. Fiir Ra > 108 er-
gab der Datenfit wiederum ein Potenzgesetz, und wie-
der mit §=0,28. Um die Messergebnisse zu interpretie-
ren, wurde eine neue theoretische Vorstellung ent-
wickelt [4], die die plumes beriicksichtigte, die aus den
laminaren Randschichten herauskommen. Dieses Mo-
dell gab §=2/7=0,286, in guter Ubereinstimmung mit
den Messungen. Auch eine von Shraiman und Siggia
1990 veroffentlichte Theorie, die von turbulenten
Randschichten in der Rayleigh-Bénard-Zelle ausging,
konnte den gemessenen Exponenten von etwa 2/7 er-
kldaren. Eine Zeit lang sah es so aus, als ob das Problem
des Warmestroms in der turbulenten RB-Konvektion
damit gelost wire.

Die Situation dnderte sich drastisch, als Ciliberto
und Mitarbeiter [7] bei Konvektionsexperimenten mit
Quecksilber mit einer Prandtl-Zahl von nur Pr=0,025
eine deutlich andere Pr-Abhidngigkeit der Nusselt-Zahl
fanden, als alle Theorien bis dahin vorausgesagt hat-
ten. Im selben Jahr 1997 beobachteten andererseits
Castaing und Mitarbeiter in Grenoble [8], dass in ihren
Experimenten, wieder mit Helium, ab etwa Ra =10
die Nusselt-Zahl sehr viel stdarker als mit 2/7 ansteigt,
namlich mit einem Exponenten nahe 1/2. Diese Arbei-
ten lduteten eine neue Phase in der Erforschung der
Wirmekonvektion ein. Sie stieBen die Entwicklung ei-
ner neuen Theorie [9, 10] und weitere, sehr viel prizi-
sere Messungen sowie Experimente iiber noch groRere
Parameterbereiche an.

In den letzten Jahren wurde an der Universitdt von
Oregon die bisher grote Tieftemperatur-Konvektions-
zelle aufgebaut, mit Helium als Fluid [11]. Sie hatte
nun eine Héhe von einem Meter! Da die Rayleigh-Zahl
proportional zu L? ist, war es méglich, mit dieser Ap-
paratur bis zu Ra=10" zu messen. Wie so oft, wenn
ein neuer Parameterbereich erforscht wird, gab es auch
hier eine Uberraschung. Die neuen Daten ergaben den
effektiven Exponenten §=0,31 (Abb. 6). Jiingst ist
auBerdem klar geworden, dass fiir hochprézise Mes-
sungen auch die Wiarmeverluste in den Seitenwédnden
beriicksichtigt werden miissen [12]. Mit dieser Korrek-
tur ist der Exponent sogar §=0,32, also erheblich



groRer als der langjahrige Wert §=2/7 und iiberra-
schend dicht an dem von Malkus schon 1954 voraus-
gesagten Wert von 1/3 !

Eine vereinheitlichende Theorie der

thermischen Konvektion

Bisherige Theorien der Warmekonvektion hatten
den Anspruch, jeweils nur fiir bestimmte Bereiche im
Ra-Pr-Parameterraum zu gelten, z. B. fiir groBe Ra
oder fiir Pr~1 oder fiir sehr groRe Pr. Die jiingst in [9,
10] entwickelte Theorie beansprucht, im gesamten Ra-
Pr-Raum Geltung zu haben. Ihr Grundgedanke ist, die
globalen, mittleren Messgro8en J (Warmestrom) und U
(Wind) durch Betrachten von ebenfalls globalen Eigen-
schaften der Konvektion zu verstehen. Im Zentrum ste-
hen deshalb die volumengemittelten thermischen und
kinetischen Dissipationsraten &,= x{(9,0)(3;6)) und
£,=v{(d;u;)(d;u;)) im Temperaturfeld 6(x,t) sowie im
Geschwindigkeitsfeld u(x,f). (9; ist 8/9x;, und iiber i, j
ist zu summieren.) Diese Dissipationsraten werden in
ihre Beitrdge aus den Randschichten bzw. aus dem
Volumeninneren zerlegt. Die entsprechenden Anteile
kennzeichnen wir mit ,BL“ wie boundary layer und mit
,bulk“ wie Volumeninneres. Das fiihrt auf

€ = €gpLtEopuk > (©)

& = Su,BL+8u,bulk . (6)

Je nach Ra und Pr werden Beitrdge aus den Rand-
schichten oder aus dem Volumeninneren dominieren.
Die linken Seiten von (5) und (6) konnen mittels einer
Volumenintegration der Energiebilanz aus den hydro-
dynamischen Gleichungen exakt ausgerechnet werden.
Man findet folgende erstaunlich einfachen Zusammen-
hédnge:

2

A
&g = KFNU , (7)
v’ -
&, = F(Nu -1)RaPr= . (8)

Die Dissipationsraten in den Randschichten und im
Volumeninneren, also die rechten Seiten der Gleichun-
gen (5) und (6), werden als Funktionen der Windge-
schwindigkeit U, der Temperaturdifferenz A, der Héhe
L der Fliisssigkeitsschicht und den Ausdehnungen 4,
und 4, der thermischen bzw. kinetischen Randschich-
ten beschrieben. Eine grofle kinematische Zahigkeit v
erzeugt eine breite Randschicht 4, des Windes, eine
grofBe thermische Leitfdhigkeit k eine breite thermische
Randschicht 4,. Je nach Pr=v/k ist also entweder 4, in
Ag eingebettet oder umgekehrt.

Als Ergebnis resultieren aus (5) und (6) zwei impli-
zite Gleichungen fiir die zwei gesuchten Funktionen
Nu(Ra, Pr) und Re(Ra, Pr). Sie enthalten vier Fitpara-
meter, die das relative Gewicht der Dissipationsraten
in den Randschichten gegeniiber denen im Volumen-
inneren widerspiegeln und die natiirlich von der Geo-
metrie der RB-Zelle, also von I' abhdngen. Das Skalen-
verhalten selber der verschiedenen Anteile der Dissi-
pationsraten braucht nicht gefittet zu werden, sondern
wird von der Theorie vollig festgelegt! Zunédchst hatten
wir die Fitparameter abgeschétzt [9], spdter dann [10]
an 151 Messpunkte aus den Messungen in Santa Bar-
bara [13, 12] fiir Nu(Ra, Pr) angepasst.

Der resultierende Parameterraum wird in Abb. 7
wiedergegeben. Abb. 8 zeigt die Abhéangigkeit der
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Nusselt-Zahl von der Rayleigh-Zahl bei verschiedenen,
jeweils festgehaltenen Prandtl-Zahlen. Die wichtigste
Schlussfolgerung aus diesen Abbildungen ist, dass eben
kein einfaches Potenzgesetz Nu~ RafPrf gilt. In der
Theorie ergibt sich das daraus, dass die Physik der
Stromung und damit das Skalenverhalten der iiberla-
gerten Beitrdge von den Randbereichen bzw. vom
Volumeninneren jeweils anders ist. Natiirlich kann
man fiir Teilintervalle von Ra durchaus Potenzgesetze
als lokale Ndaherung verwenden. So ist innerhalb unse-
rer Theorie das beriihmte Potenzgesetz Nu~Ra?’ im
Ra-Bereich zwischen 10% und 10! als Interpolation

zwischen dem Nu ~Ra'/®

-Beitrag aus Regime II,, dem

Ra'2Verhalten in IV, und dem Nu ~ Ra'/3-Beitrag aus
Regime IV, zu begreifen, die gemdR Abb. 7 alle beitra-
gen. Wenn man zu noch groReren Rayleigh-Zahlen
geht, etwa bis zu Ra= 10", bekommt das Regime IV,
mehr Gewicht, was zu einem grofReren effektiven

Skalenexponenten Nu~ Ra%*?

Niemela et al. gemessen [11].

fiihrt, gerade wie von

Konzeptionell ist der Unterschied zwischen einem
einfachen Potenzgesetz und der vereinheitlichenden
Theorie [9, 10] sehr groB. Denn nunmehr geht es nicht
nur um den Wert eines Exponenten, sondern um die
Anwendbarkeit von einfachen Potenzgesetzen iiber-

log Pr

-5 . \

5 10
log Ra

Abb. 7:

Die Vielfalt von Bereichen im Ra-Pr-
Raum mit unterschiedlichem Potenzver-
halten von Nu und Re versus Ra und Pr.
Die verschiedenen Bereiche sind mit
romischen Zahlen bezeichnet. Z. B.
kennzeichnet I, denjenigen Bereich, in
dem sowohl im Temperaturfeld als auch
im Geschwindigkeitsfeld die Randschich-
ten dominieren; u wie upper besagt, dass
die viskose Randschicht dicker als die
thermische ist. In I; dominieren ebenfalls
die Randschichten, aber die viskose
Randschicht ist schmaler als die thermi-
sche; das passiert bei kleinen Pr, also im
Diagramm unten, deshalb 1 wie lower.
III,;: Dominieren der Randschichtdissipa-
tion bei der Stromung (upper, weil bei
groBerem Pr, also breiterer kinetischer
Randschicht), jedoch Volumendominanz
bei der thermischen Dissipation. In IV
spielt das turbulente Volumenverhalten
allein die Hauptrolle, sowohl beim Ge-
schwindigkeitsfeld als auch beim Tempe-
raturfeld; upper falls 1, > 4,, lower, falls
umgekehrt; usw. Die obere, durchgezoge-
ne Linie beschreibt Re~1, die untere,
durchgezogene, fast parallele Linie ¢, 51, =

€, pulk> die gekriimmte, durchgezogene
Linie £5p; = £gp,1 - Auf der gestrichelten
Linie ist A4,=4,; oberhalb dieser Linie ist
die thermische Randschicht in die kineti-
sche eingebettet, unterhalb ist es umge-
kehrt. Die diinne gepunktete Linie zeigt
an, wo rechts davon die laminare Rand-
schicht turbulent wird. Wegen weiterer
Details verweisen wir auf [9, 10]. Nu und
Re dndern sich beim Ubergang zwischen
verschiedenen Bereichen stetig und glatt.
Eingezeichnet sind auch diejenigen Ra-
und Pr-Werte, fiir die Nu in der letzten
Zeit gemessen oder numerisch berechnet
worden ist. So verweisen die griinen Qua-
drate auf Chavanne et al. [8]; die blauen
Rauten auf Cioni et al. [7]; rote Kreise
auf Niemela et al. [11]; blaue Sterne auf
Xu et al. [12, 13]; orange Dreiecke auf
Xia et al. (Preprint 2001) und die lila
Dreiecke auf Verzicco und Camussi
(numerische Simulation) [14]. Der Para-
meterraum ist also nur zu einem gewissen
Teil, dort aber mehrfach und mit zuneh-
mender Genauigkeit in seinem Konvekti-
onsverhalten studiert worden und durch
die dargestellte Theorie interpretierbar.
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log (Nu/Ral’)

4 8 12 16 20
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Abb. 8:

Die Nusselt-Zahl Nu als Funktion der Rayleigh-Zahl Ra fiir
feste Prandtl-Zahlen Pr=107%, ..., Pr=10° (durchgezogene
Linien) und fiir Pr=10, ..., Pr=10* (gestrichelte Linien). Die
eingesetzte kleine Abbildung zeigt, wie gut die Daten aus [13,
12] innerhalb der Theorie gefittet werden konnen; es ist Ra=
5,62 x 107 und Ra=1,78 x 10° fiir die untere bzw. obere Kurve.
Da sich Nu in dem riesigen Bereich von 16 Groenordnungen
sehr stark verindert, von etwa 1 bis 3000, haben wir Nu/Ra'*
aufgetragen, was sich nur noch um etwa einen Faktor 10 dndert.
Der Nutzen solcher reduzierten Groflen wird noch diskutiert.

haupt. In der Turbulenzphysik werden ja Potenzgesetze
praktisch iiberall vermutet oder angenommen. Wenn
man sich nicht mehr auf ihre allgemeine Giiltigkeit ver-
lassen kann, wird das vielseitigen Einfluss auch auf an-
dere Aspekte des Turbulenzproblems haben. Nach der
Theorie [9, 10] sind die durch Auswerten der Experi-
mente mit einem Potenzansatz gefundenen Werte von
B nur effektive Exponenten, deren Wert vom Ra-Be-
reich abhédngt, den man beschreiben will. In logarith-
mischer Auftragung ist diese Abhédngigkeit allerdings
recht schwach, sodass sie in den fritheren Messungen
gar nicht erkannt worden war.

Potenzgesetz oder nicht?

das scheinbar nicht sehr beeindruckend. Aber die
Santa Barbara-Messungen waren um etwa eine Gro-
Renordnung genauer als alle vorhergehenden - eine
Frucht langer Erfahrung mit Temperaturmessungen
und besonders sorgfaltiger Kontrolle aller experimen-
tellen Einzelheiten. Die Streuung der Messwerte konn-
te bis auf 0,1 % verringert werden, und die systemati-
schen Fehler waren geringer als etwa 1 %. Aus den
Messergebnissen wurde iiberzeugend klar, dass ein ein-
faches Potenzgesetz die Daten nicht innerhalb ihrer
Genauigkeit wiedergeben konnte. Weil die logarithmi-
sche Auftragung von Nu selbst, wie z. B. in Abb. 6,
nicht die notige Auflosung hat, ist es Stand der Kunst
geworden, eine reduzierte oder kompensierte Auftra-
gung zu machen, etwa von Nu/Ra?” gegen Ra. Durch
geschickte Kompensation von Nu, wie z. B. mittels Tei-
len durch Ra?7, hat die Ordinate nur noch eine um
vielleicht einen Faktor 2 gespreizte Skalenausdehnung
- kann also sogar linear sein - statt eines Faktors =~
3000 fiir Nu selbst. Wenn auch hier, trotz Reduktion,
wieder logarithmische Achsen verwendet werden, so
sollten die Messpunkte auf einer Geraden liegen, so-
fern ein Potenzgesetz gilt. Und die Steigung der Gera-
den sollte §-2/7 sein, also 0, falls §=2/7 ist. In Abb. 9
sind die Santa Barbara-Ergebnisse kompensiert aufge-
tragen worden. Hier sind zwar die Daten fiir verschie-
dene Geometrieverhdltnisse I' ein wenig senkrecht ge-
geneinander verschoben worden, um die Abhédngigkeit
vom Verhiltnis der Breite zur Hohe des Messvolumens
zu beriicksichtigen. Man sieht aber sehr deutlich, dass
ein Potenzgesetz nicht passt, und dass die lokale Stei-
gung, also der effektive §-Wert, von Ra abhéngt. Die
durchgezogene Linie entspricht der Anpassung der im
vorigen Abschnitt beschriebenen Theorie und passt
sehr gut.

An den hier beschriebenen Entwicklungen sieht
man, dass in der Experimentalphysik auf zweierlei
Weisen Fortschritte gemacht werden kénnen. Den
Parameterbereich der Messungen zu erweitern, kann
Neues bringen; aber auch die Genauigkeit im alten
Bereich zu verbessern, kann zu Fortschritten fiihren.

Abb. 9:

Im Rahmen ihrer Genauigkeit 070 Die reduzierte Nusselt-Zahl Nu/Ra?7 als
. . Funktion der Rayleigh-Zahl Ra, logarith-
waren die Oregon.—D?ten [11], siche 2% misch aufgetragen (aus [13]). Zur Reduk-
Abb. 6, sowohl mit einem Potenz- s tion eignet sich jede Ra-Potenz, die nicht
gesetz als auch mit der im vorigen é zu weit vom tatsichlichen Verlauf Nu(Ra)
Abschnitt skizzierten Theorie ver- S0P entfernt ist; den Exponenten 2/7 wihlen
v 1 . . o0 wir aus historischem Sentiment. Von
tragllf:h, spgar auf llnearer, nicht- = rechts nach links beziehen sich die
logarithmischer Skala. Sollte es Datensitze auf I'=0,5; 1,0 und 3,0. Sie
moglich sein, die Messgenauigkeit sind senkrecht schwach gegeneinander
soweit zu Steigern’ dass zwischen -0,807 9 1 verschoben, um die F—Abhéingigkeit zu
einem reinen Potenzgesetz und der log Ra kompensieren. (Eigentlich miisste man
. . die vier Fitparameter der Theorie an

Theorie der Referenzen .[9’ 10] fiir Datensitze mit anderem I' # 1 neu anpas-
Nu(Ra,Pr) zu unterscheiden wére? sen.) Die durchgezogene Kurve entspricht

Die Antwort wurde von der Santa der GroBmann-Lohse-Theorie aus [10].
Barbara-Gruppe gegeben, und sie Abb. 10:
heift ,ja“. Die Messungen der Nus- O L R Reduzierte Nusselt-Zahlen Nu/Ra'* als
selt-Zahl wurden mit verschiedenen - 1 Funktion der Prandtl-Zahl Pr bei Ra=
organischen Fluiden, z. B. Azeton, £ " 5,62x 107 (untere Kurve) und Ra=1,78x
durchgefiihrt. Das erlaubte es, Wir- g 03 o =W > 10° (obere K.l.xrve). Offene Kreise: von

konvektion bei unterschiedlichen 27 " [12]. Ausgefiillte Quadrate: ganz neue
mekonv = S Daten der Hongkong-Gruppe (Xia et al.),
Prandtl-Zahlen zu untersuchen. In = > gemessen an Schichten organischer Flui-
einer Zelle mit L=17 cm Hohe de mit Prandtl-Zahlen aus einem sehr
konnten Rayleigh-Zahlen bis zu 10! 020 i v i groBen Bereich. Die beiden durchgezoge-
erreicht werden [13]. Nach den Ore- 0 1 2 3 nen Kurven sind die Voraussagen der

gon-Experimenten bis Ra= 10" ist

Physik Journal
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Nun héitte man wieder einmal zufrieden sein kon-
nen. Aber es war fiir Fluide mit Prandtl-Zahlen groRer
als bei Wasser, d. h. fiir Pr > 7, immer noch recht wenig
iiber die Abhéngigkeit der Nusselt-Zahl von der
Prandtl-Zahl bekannt. Die dlteren Modelle und das
Modell aus [9] machten hierzu unterschiedliche Vor-
hersagen, aber alle fiihrten zu einer schwachen Abnah-
me von Nu mit steigendem Pr bei konstantem Ra. Die
organischen Fluide, die von der Santa Barbara-Gruppe
verwendet wurden, gaben nun die Moglichkeit, die Pr-
Abhingigkeit von Nu auch fiir recht groBe Pr zu unter-
suchen [12]. Azeton (Pr=4,0) und die Alkohole Me-
thanol (Pr=6,5), Ethanol (Pr=14) und 2-Propanol
(Pr=34) wurden benutzt. Die Messergebnisse werden
in Abb. 10 als offene Kreise gezeigt. Bei Ra von etwa
108 bis 10° nimmt Nu(Pr) in diesem Pr-Bereich nur um
etwa 2 % ab, wihrend auf Grund der Vorhersage von
[9] eine Abnahme von etwa 20 % erwartet wurde.
Diesmal dauerte es iiberhaupt nicht lange, bevor die
Theoretiker wussten, wo die Ursache fiir diese Diskre-
panz lag: Die Experimente waren fiir Parameterwerte
aullerhalb des Giiltigkeitsbereichs der Theorie in [9]
durchgefiihrt worden. Aber die Theorie konnte sehr
leicht erweitert werden [10], was nun zu einer Abhén-
gigkeit Nu(Ra,Pr) fiihrte, die in groRartiger Uberein-
stimmung mit den Messungen ist. Das sieht man in
Abb. 10, wo eine reduzierte Nusselt-Zahl gegen Pr auf-
getragen ist.

Die beschriebene Entwicklung ist ein schones Bei-
spiel dafiir, wie eine schnelle Wechselwirkung zwi-
schen Theorie und Experiment zu Fortschritten fiihren
kann. Uberraschend ist vielleicht die ganz kurze Zeit-
spanne dieser Entwicklungen. Sie ist u. a. dadurch zu
erkldren, dass Experimentalphysiker und Theoretiker
am Institute for Theoretical Physics in Santa Barbara
in einem sechsmonatigen Programm zusammen kamen
und Ideen und Ergebnisse austauschen konnten. In-
zwischen ist die Theorie in der Bewahrungsphase. Die
Messungen von Nu(Pr) z. B. sind erst ganz jiingst von
einer Forschergruppe in Hongkong (Xia et al., preprint
2001) bis etwa Pr=~1400 ausgedehnt worden (Abb. 10).
In diesem viel groReren Pr-Bereich nimmt Nu nach
dem Maximum um fast 20 % ab. Und auch fiir so groRe
Prandtl-Zahlen stimmt Nu(Pr) gut mit den theoreti-
schen Erwartungen von [10] iiberein, obwohl die Theo-
rie sich nur auf Daten bis Pr=0(10) stiitzt.

Auch ist es schon zu sehen, dass die Physik wirklich
international ist und dass dem globalen Austausch von
Ideen und Resultaten nichts im Wege steht. So werden
sich vielleicht auch weitere Ideen voranbringen lassen,
z. B. das 10 m hohe Helium-Fass in Brookhaven, was
GroRgerdte-Management erfordert, wie wir es aus an-
deren Gebieten kennen (Beschleuniger, Teleskope, ...).

SchlieRlich sollte bemerkt werden, dass es auch in
einem anderen Parameterbereich interessante Entwick-
lungen gibt. Die Grenoble-Gruppe um Bernard Cas-
taing hat vor kurzem Messungen verdffentlicht [15],
die fiir Ra > 10'2 in logarithmischer Genauigkeit ein
Potenzgesetz fiir Nu(Ra) mit §=0,5 geben. Sie fand so-
mit ein dhnliches Ergebnis wie schon in ihren fritheren
Messungen aus dem Jahre 1997 [8]. Dieser f-Wert
stimmt mit der im Abschnitt ,,Die Physik der Warme-
konvektion“ skizzierten, vierzig Jahre alten Kraichnan-
Voraussage = 1/2 fiir extrem starke RB-Turbulenz, im
Volumeninneren wie in den Randschichten, iiberein.
Allerdings gibt es ein gravierendes Problem. Diese
Messungen decken sich nicht mit den Oregon-Daten

in einem sehr dhnlichen Ra- und Pr-Bereich. Letztere
koénnen ja bis Ra= 10" durch die Theorie [9, 10] unter
Beteiligung laminarer Randschichten gedeutet werden.
Wir werden also erst in der Zukunft sehen, wie sich
dieses Problem l6st. Wieder besteht ein Stimulus fiir
neue Einsichten, fiir weitere interessante Physik.
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