Max-Planck-Medaille

Von den Ubergangsmetallen

zur Spurformel

Schulbeispiele im Licht der semi-klassischen Mechanik

Martin Gutzwiller

Der Ursprung des Magnetismus von Eisen,
Kobalt und Nickel lédsst sich bereits im Wasser-
stoff-Molekiil erkennen. Dessen zwei Elektro-
nen bewegen sich nach Hund frei, gehen sich
aber gemifR Heitler und London im selben
Atom aus dem Weg. Wie sieht nun eine Wellen-
funktion fiir die vielen Elektronen im Nickel
aus, die diese beiden Anforderungen erfiillt? Ist
es moglich, das Spektrum von wenigen Elektro-
nen in verschiedenen Umgebungen klassisch zu
verstehen? Etwa das Wasserstoff-Atom in einem
starken magnetischen Feld, die Doppel-Anre-
gung im Helium-Atom, oder die elektromagneti-
schen Schwingungen in einem Hohlraum? Die
Spurformel vermittelt eine direkte Beziehung
zwischen den Energie-Niveaus (oder Resonan-
zen) und den klassischen, periodischen Bahnen,
wobei man entweder auf Grund der periodi-
schen Bahnen das Spektrum berechnen, oder
das experimentelle Spektrum direkt auf die
klassischen Bahnen zuriickfiihren kann.

ie Arbeiten, von denen ich IThnen berichten
D mochte, sind zum Teil dreiflig bis vierzig Jahre

alt, und darum ziemlich primitiv im Vergleich zu
den Fortschritten, welche einige jiingere Kollegen seit-
her gemacht haben. Darum mdochte ich nur versuchen,
Thnen die wesentlichen Ideen zu erkldren. Als erstes
werde ich tiber die drei grundlegenden Schritte zum
Verstdndnis ferromagnetischer Metalle wie Fe, Co und
Ni sprechen und einige der neuesten Resultate anfiih-
ren. AnschlieRend werde ich versuchen, Thnen eine Vor-
stellung von den periodischen Bahnen (Periodic Orbits)
in der klassischen Mechanik und deren Bedeutung in
der Quantenmechanik zu geben. SchlieBen mochte ich
mit der Erwdhnung einiger wichtiger Anwendungen, die
dem ,,Quanten-Chaos“ zuzurechnen sind.

Starke Korrelationen in Ubergangsmetallen

Die Atome in Molekiilen und Festkorpern werden
von Elektronen zusammengehalten. Wenn man ver-
sucht zu verstehen, wie die Elektronen dies bewerkstel-
ligen, steht man zunéchst vor der Aufgabe, eine ent-
sprechende Wellenfunktion fiir die Elektronen zu kon-
struieren. Bei einem Kristall aus Kochsalz wiirde man
mit atomaren Wellenfunktionen fiir die einzelnen Elek-
tronen beginnen, bei einem Metall aber mit ebenen
Wellen, genauer gesagt mit Bloch-Wellen.
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Nickel verhilt sich wie ein Metall, d. h. dieselben
Elektronen sind sowohl fiir die Leitfdhigkeit als auch
fiir die Magnetisierung verantwortlich. Nickel ldsst sich
mit Kupfer, seinem rechten Nachbar im Periodensys-
tem, legieren. Genau in dem Malle, in dem der Kup-
feranteil zunimmt, verschwindet die Magnetisierung.
Die bekannte Dichte-Funktional-Theorie (DFT) erklart
den Grundzustand mit Hilfe von Bloch-Wellen.

Die Fermi-Fldache von Kupfer findet sich in allen
Lehrbiichern der Festkorperphysik. Nach einer Arbeit
von Roaf and Shoenberg aus dem Jahr 1962 kann man
sie verstehen mit Hilfe einer Formel fiir die Energie der
Bloch-Wellen, hergeleitet unter der Annahme, dass das
einzelne Elektron nur zwischen néchsten und iiber-
ndchsten Nachbarn ,herumhiipft. Wenn das fiir Cu
gilt, dann sicherlich auch fiir Ni und die iibrigen Uber-
gangsmetalle. Der Hamilton-Operator fiir dieses Mo-
dell hat dabei eine einfache Struktur: Die ,kinetische
Energie ist charakterisiert durch das Matrix-Element ¢
tiir den Sprung eines Elektrons zwischen zwei Nach-
barn, und die ,,potentielle“ Energie durch die Cou-
lomb-AbstoRung U zwischen zwei Elektronen am sel-
ben Gitterplatz. Der mathematische Ausdruck fiir diese
Annahme ist der ,tight-binding-Hamiltonian“ (TBH),
auch Hubbard-Modell genannt. Dies ist der erste
Schritt bei der Behandlung der Ubergangsmetalle und
der einfachste Teil des Problems. Bei den ndchsten
Schritten trennten sich die urspriinglichen Autoren
(Gutzwiller, Hubbard und Kanamori, in zeitlicher
Reihenfolge). Ich werde hier nur meine eigenen Ideen
weiter verfolgen:

Als zweiter und schwierigerer Schritt muss ein an-
gendherter Grundzustand gefunden werden. Bei mei-
nem Ansatz inspirierte mich eine Arbeit von Walter
Heitler und Fritz London aus dem Jahr 1927, die sich
mit dem H,-Molekiil beschéftigt. Dieses ist das ein-
fachste aller Molekiile, bestehend aus zwei Protonen
an festen Orten A and B sowie zwei Elektronen, die
versuchen, die Protonen an diesen Orten zu halten. Fiir
das Elektron in der N&he des Protons in A steht nur
der atomare Grundzustand a zur Verfiigung, und eben-
so nur b in der Ndhe von B. Hund und Mulliken schlu-
gen die Ein-Elektron-Zustdnde a =a+b als bindende
Zustdande (bonding) vor, § =a-b als nicht bindende
(anti-bonding). Die Richtung des Elektronen-Spins
wird mit dem Index + or - gekennzeichnet. Den Elek-
tronen in H, stehen somit nur vier Wellenfunktionen
zur Verfiigung: die bindenden Linearkombinationen
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a,=(a,+b,) und a_=(a_+b_) sowie die nicht binden-
den B,=(a,-b,) und B_=(a_-b_).

Bewegt sich jedes Elektron unabhéngig von dem
anderen, dann wird der Grundzustand von H, einfach
durch die Wellenfunktion ®,=a,a_=(a,+b,)(a_+b.)
beschrieben. @, behandelt die Elektronen genau wie
die grundlegende Theorie der Metalle. Jedes Elektron
spiirt nur das gemittelte Potential der anderen Elektro-
nen. Multipliziert man die Klammern in @, aus, dann
lasst sich @, als Summe aus zwei Termen schreiben:
®,=a,b_+b,a_und ¢,=a,a_+ b, b_. Heitler and Lon-
don bemerkten, dass der zweite Term fiir einen groflen
Teil der Coulomb-AbstoRung zwischen den beiden
Elektronen verantwortlich ist. Darum vernachléssigten
sie @, einfach in der Definition von @ fiir H,.

Bei einem sorgféltigeren Vorgehen reduziert man die
Amplitude von @, um einen Faktor 0 <D <1, sodass
® =@, +D®,. Der Parameter D ergibt sich durch die
Minimierung des Erwartungswertes fiir die Gesamt-
energie. Fiir D = 1/4 betrédgt die Bindungsenergie 3,76
eV, fast 4/5 des im Experiment gefundenen Wertes von
4,72 eV. Als Abstand zwischen den beiden Protonen
ergibt sich 0,76 anstatt 0,74 A. Der Grundzustand ist
ein Singulett, d. h. der Gesamtspin verschwindet. Mit
etwas Fantasie konnte man H, ebenso wie N, ,anti-
ferromagnetisch“ nennen, wihrend O, dann als ,ferro-
magnetisch“ bezeichnet werden miisste.

Das geschilderte Verfahren fiir H, soll nun auf ein
groRRes Gitter mit L Gitterpldtzen A;, die jeweils einen
Einzelelektronen-Zustand a;(x) enthalten, ausgedehnt
werden. Die kinetische Energie erlaubt es einem Elek-
tron, zwischen zwei benachbarten Gitterpldtzen hin
und her zu springen, vermittelt durch das Matrix-Ele-
ment ¢. Die potentielle Energie U muss jedesmal aufge-
wendet werden, wenn sich zwei Elektronen (mit ver-
schiedenem Spin) an derselben Stelle niederlassen. Um
den metallischen Gesamtzustand @, zu konstruieren,
geht man von den Bloch-Wellen a; =2, exp(ikj)ai/\fL
aus, mit Wellenvektoren k aus der ersten Brillouin-
Zone. Fiir den Gesamtzustand gilt ®,=1I, a;, , wobei
sich das Produkt iiber das Innere , bzw. _ der Spin-
abhingigen Fermi-Flidche erstreckt.

Der Zustand @ beschreibt bislang einen Zustand
mit N Elektronen, die nichts voneinander spiiren. Er
muss nun in die Teile zerlegt werden, in denen jeweils
0=A=N/2 Gitterpldtze doppelt besetzt sind. Jeder
Teil wird mit einem Faktor D multipliziert, wobei
0=D<1. Die Summe dieser modifizierten Teile bildet
den korrelierten Zustand @. Dieser Ubergang kann
symbolisch durch einen Projektions-Operator I' dar-
gestellt werden, sodass @ =T'®,, hoffentlich eine gute
Anniherung fiir den Grundzustand des Ubergangs-
metalls bildet.

Im letzten Schritt wird der Erwartungswert des TBH
berechnet, sowie andere Grollen, wie z. B. die Beset-
zung der Bloch-Wellen n(k) als Funktion von k. Diese
heikle Aufgabe wird dadurch erleichtert, dass sich die
Elektronen scheinbar entkoppeln, als ob sich die-
jenigen der einen Spinrichtung bewegen wiirden,
wihrend die der anderen Richtung an zufélligen Git-
terpldtzen eingefroren wiren.

Die Fermi-Fldache von @ stimmt mit derjenigen von
@, iiberein, aber der Sprung in der Besetzungsdichte
n(k) wird auf 0 =g <1 verkleinert. Diese Reduktion
héngt von der Coulomb-Abstoung U ab, von der Zu-
standsdichte fiir die freien Bloch-Wellen «,, als Funkti-
on der Energie ¢, und von der Anzahl der Elektronen
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mit Spin nach oben oder unten pro Gitterstelle, m,,
bzw. m_. Wenn die Anzahl der freien Zustdnde an der
oberen Bandkante sowie die Coulomb-Abstoflung U
grol} genug sind, dann hat der ferromagnetische Zu-
stand mit m,>m_ eine niedrigere Energie als der para-
magnetische mit m, =m_. Mit derselben Methode zeig-
ten Brinkman und Rice, dass dieses Modell einen so
genannten Metall-Isolator-Ubergang aufweist, falls U
achtmal groRer ist als die Durchschnittsenergie der be-
setzten Bloch-Wellen.

Diese Ergebnisse beruhen auf der primitiven Annah-
me, dass pro Gitterstelle nur ein atomarer Zustand
existiert. Aulerdem ist die Wellenfunktion @ nur eine
grobe Anndherung an den tatsidchlich Grundzustand,
sodass sich die Erwartungswerte nur ndherungsweise
berechnen lassen. Aber die Resultate sind ermutigend
und rechtfertigen die Anwendung auf die seltenen Er-
den mit ihren ,schweren® Elektronen. Sogar Hoch-
Temperatur-Supraleiter und fliissiges He; konnen auf
diese Weise verstanden werden. Daher ist der tight-bin-
ding-Hamiltonian mit den Techniken der Vielteilchen-
Theorie untersucht worden.

Dieter Vollhardt und seine Mitarbeiter Walter Metz-
ner and Florian Gebhard fanden heraus, dass der dritte
Schritt, die Berechnung der Erwartungswerte, dann
exakt ist, wenn die Anzahl der Dimensionen gegen un-
endlich strebt. Fiir praktische Zwecke wird diese Gren-
ze schon bei Ni mit seinen zwolf ndchsten Nachbarn
im flichen-zentrierten Gitter erreicht. In dem entspre-
chenden TB-Hamiltonian enthilt jede Gitterstelle
einen vollen Satz von atomaren 3d-Zustdnden. Der
Magnetismus wird gleichermaRen durch Coulomb-Ab-
stoRung und die Spin-Kopplung (Hundsche Regel) in
jedem Atom verursacht. Die Bandstruktur enthélt dann
mehr Moglichkeiten fiir interatomare Spriinge. Schon
mit bescheidener Computerleistung ist die Uberein-
stimmung mit den Experimenten (etwa der winkelab-
héangigen Photo-Elektronen-Spektroskopie) viel besser
als etwa fiir die Spin-Dichte-Funktional-Theorie
(SDFT). Sogar angeregte Zusténde, wie Spinwellen
und Landau-Quasi-Teilchen, lassen sich im Rahmen
des tight-binding-Hamiltonians verstehen.

Die Spurformel

Die stark vereinfachte Quantentheorie der Uber-
gangsmetalle wurde Anfang der 60er-Jahre ausgearbei-
tet. Eines Tages kam ich auf die Idee, dass der Zusam-
menhang zwischen klassischer und Quantenmechanik
noch nicht geniigend erforscht sei. Obwohl ich nicht
wusste, was in der semiklassischen Mechanik eigent-
lich fehlte, beschloss ich an der Stelle fortzufahren,
an der Feynman 1948 sein Pfadintegral verlassen und
auch 1965 in seinem Buch mit Hibbs nicht weiter ver-
folgt hatte. Das einzige Beispiel im Buch war der har-
monische Oszillator, der sich exakt und vollstdndig
16sen ldsst. Ich wendete mich dem Wasserstoffatom zu,
an dem sich bis dahin noch niemand mit der Methode
der Pfadintegrale versucht hatte.

Das Feynmansche Pfadintegral

Die Idee des Pfadintegrals ldasst sich stark verein-
facht folgendermaflen beschreiben: Ein Elektron er-
fahrt zur Zeit ¢t' und am Ort g'=(x',y', 2') einen plotzli-
chen Stof. Daraufhin fliegt es von ¢' aus in alle Rich-
tungen mit allen moglichen Geschwindigkeiten. Das
Elektron folgt dabei allen kontinuierlichen Pfaden ¢(7),
egal wie krumm oder gerade, unabhéngig von der po-



tentiellen Energie V(q, t). Einige dieser Pfade gehen zur
Zeit t>¢' durch den Punkt g=(x,y, z). Die Wellen-
amplitude des Elektrons, F(t, q; ', q'), auch Propagator
genannt, ergibt sich dann als Integral iiber alle Pfade,

F(t,q;t,q")= CffD(q(r))exp[H‘ JarL(g,q,7)/ h], (1)

wobei C die Normierung und L(g, g, 7) die Lagrange-
Funktion fiir das Elektron ist.

Um die klassische Naherung F_(t, g; t', q') zu finden,
beschrianken wir die Pfade auf die klassischen Bahnen
von (t',q') nach (¢, q) sowie deren unmittelbaren Um-
gebung bis zur zweiten Ordnung in der Abweichung.
Die erforderlichen Berechnungsverfahren gehen auf
Marston Morse in den 20er-Jahren zuriick. Ein wesent-
liches Detail war den Physikern seit Lagrange entgan-
gen: Wenn man der Trajektorie folgt, gibt es eine end-
liche Folge von so genannten konjugierten Punkten,
t'<t,<t,<...<t, an denen die zweite Variation von
JdiL einen zusitzlichen negativen Eigenwert besitzt
und das Pfadintegral einen Faktor exp[-iz/2] erhilt.
Als Resultat ergibt sich

E(tqt,q)=@inn)"* Y JCtat,q)

klass.Traj.
t
x exp| +i[dtL(q,q,t)/h - iAn/2 |, (2)
e

wobei C(¢,q;t',q") die klassische Wahrscheinlichkeit
ist, von (t',¢") nach (¢, q) zu gelangen, und 4 die konju-
gierten Punkte zwischen ¢' und ¢ zéhlt. Der semiklassi-
sche Propagator F, ohne die Summe iiber die klassi-
schen Bahnen und ohne den Phasenfaktor geht auf van
Vleck (1929) zuriick.

Die klassische Wahrscheinlichkeit C divergiert an
den konjugierten Punkten. Ein Diagramm der in (¢, q")
beginnenden Bahnen zeigt, dass sie einander in einem
konjugierten Punkt schneiden, so als ob sie von ihrer
Umbhiillenden reflektiert wiirden. Der Phasenverlust
von 71/2 ist typisch fiir die quantenmechanischen Refle-
xion eines Elektrons an einer weichen Wand.

Bis in die jlingste Vergangenheit wurden die meisten
Experimente an Atomen und Molekiilen mit harmo-
nisch variierenden Feldern ausgefiihrt. Wenn die Ener-
gie E=w/h erhalten bleibt, hdngt der Propagator dann
nur von der Zeitdifferenz (¢ -¢') ab, und nach Fourier-
Transformation in Bezug auf (¢ -t') erhilt man die
Greensche Funktion,

Glaq,E) = 3 @),

i E-E (3)

wobei E; die Eigenwerte und y;(q) die Eigenfunktionen
sind. Fiir die Greensche Funktion gibt es kein Pfadinte-
gral. Die semiklassische Ndherung G, muss direkt aus
dem semiklassischen Propagator F, durch dieselbe
Fourier-Transformation abgeleitet werden. Mit Hilfe
der Methode der stationdren Phasen folgt,

%y [D@.qE)

G (.9 E)=——~
( ) (2iﬂh)<n+1)/2 klass.Traj.

i , .
X eXp[;S(q,q JE)—iun / 2:]. 4)

Dabei ist n die Zahl der Freiheitsgrade, S(q,q', E) =
Jp dq ist das Wirkungsintegral entlang der Bahn von
von ¢q' nach g mit der Energie E, und D(q, q', E) ist die
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klassische Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Trajekto-
rie von ¢q' nach g gelangt.

Um die Eigenwerte und die Eigenfunktionen zu be-
stimmen, muss man nun die Pole und deren Residua in
der klassischen Ndherung G.(g, ¢', E) bestimmen. Das
ist nicht ganz einfach fiir integrable Systeme, aber
kaum der Miihe wert. In jedem Fall ist es verniinftig,
zuerst die Eigenwerte zu suchen. Fiir diesen Zweck
eliminieren wir die Abhéngigkeit von den Koordinaten
g und ¢, indem wir zunéchst die Spur g(E) =
Jdq G(q, q, E) bilden, die identisch ist mit der Summe
der Resonanz-Nenner 1/(E-E)).

Dieselbe Integration wird nun iiber G.(q, g, E) aus-
gefiihrt. Sie entspricht einer Summe {iiber die klassi-
schen Bahnen von g zuriick nach g mit der festen
Energie E. So eine Bahn schliel3t sich, obwohl der Im-
puls p' zu Beginn nicht mit dem Impuls p am Ende
iibereinstimmt. Das Phasen-Integral S(q, ¢', E) fiir einen
bestimmten Summanden in G, dndert sich, wenn g=g'
wihrend der Integration variiert. Es ist aber stationér
in Bezug auf eine Anderung von g=¢', wenn die Im-
pulse am Anfang und am Ende gleich sind, p=p'. Die
Bahn schlieBt sich dann ganz glatt. Sie wiederholt sich
beliebig oft und wird zu einer periodischen Bahn (Peri-
odic Orbit, PO). Das Wirkungsintegral ist S(E) =¢p dgq,
und die entsprechende Periode ist T(E) =dS(E)/dE.
Man beachte, dass die entscheidende Rolle der perio-
dischen Bahnen fiir das Quantenspektrum auf sehr all-
gemeinen Uberlegungen beruht. Die entscheidende
Frage ist, ob die Summe iiber die POs Pole als Funk-
tion von E hat.

Fiir integrable Systeme ist die Antwort manchmal
kompliziert, wie zum Beispiel fiir linear gekoppelte Os-
zillatoren, weil die Frequenzen nicht von der Energie
abhidngen. Aber in gewdhnlichen Fallen fiihrt jeder
Freiheitsgrad (p;, ;) entweder eine anharmonische
Schwingung oder eine ungleichmaflige Drehung aus,
deren Periode T; mitj=1, 2,...,n von den Bewegungs-
konstanten abhéngt. Diese einzelnen Perioden miissen
zueinander in rationalen Verhéltnissen stehen, damit
die Gesamtbewegung periodisch wird. Die Summe iiber
POs wird eine Summe iiber ebenso viele natiirliche
Zahlen wie Freiheitsgrade, und die Bedingung fiir eine
Singularitét in der semiklassischen Spur g.(E) wird

S;(E)={p;dg; = (mi + ,ui/4) 2mh, (5)

wobei m; ein nicht-negative ganze Zahl ist und y; die
konjugierten Punkte im j-ten Freiheitsgrad zdhlt.

Diese semiklassische Beziehung wird heutzutage
EBK-Quantisierung genannt. Sie geht auf eine bemer-
kenswerte, aber wenig bekannte Arbeit von Einstein
(1917) zuriick, die spéter von Brillouin (1927) und Kel-
ler (1958) verbessert wurde. Einstein gab der Quanti-
sierung von Bohr und Sommerfeld eine topologische
Interpretation, und Keller fiigte den Morse-Index, jetzt
allgemein Maslov-Index genannt, hinzu. Eine Schwin-
gung hat im Allgemeinen zwei konjugierte Punkte, was
zu einer halbzahligen Quantisierung fiihrt. Eine Dre-
hung hat keine konjugierten Punkte und daher ganze
Quantenzahlen, inklusive der Null. Der Ubergang
zu speziellen Koordinaten muss zuerst am Pfadintegral
durchgefiihrt werden, und das kann zu zusétzlichen
Termen in der klassischen Energie fithren. Die Resulta-
te sind ausgezeichnet fiir integrable Systeme, aber das
wichtige Ziel ist das Verstédndnis fiir die nicht integra-
blen Systeme in der klassischen Mechanik.
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Nichtintegrable Systeme

Vor dreiig Jahren hatten nur sehr wenige Physiker
eine Ahnung von nicht integrablen Systemen, obwohl
Mathematiker, Astronomen und Ingenieure viel auf
diesem Gebiet arbeiteten. Vor allem die theoretischen
Physiker hegten die Illusion, dass die Natur sie vor
solch unschonen Objekten bewahren wiirde. Der extre-
me Gegensatz zu den integrablen Systeme sind solche,
die sozusagen im ,harten Chaos“ existieren. Die Quan-
tisierung mit Hilfe der POs funktioniert dort besonders
gut.

Dies mochte ich anhand von vier Beispielen aus-
fiihren, zwei davon aus der Physik, eines aus der Geo-
metrie und das letzte aus der Zahlentheorie. Ihnen al-
len ist eigen, dass die Anzahl der POs mit deren Linge
exponentiell zunimmt, so als ob es leichter wire, eine
Bahn in einem chaotischen System glatt zu schlieBen.
Manchmal lassen sich die POs mit Hilfe von binédren
Folgen beschreiben.

Der Grundzustand des Helium-Atoms

Lassen sie mich mit dem Grundzustand des Helium-
Atoms als erstes Beispiel starten und dabei die doppelt
angeregten Zustdnden mit sphéarischer Symmetrie be-
handeln. IThr Drehimpuls verschwindet, sodass die ana-
loge klassische Traktorie in einer Ebene liegt. Lang-
muir (1921) versuchte die Anordnung zu quantisieren,
in der die zwei Elektronen ein gleichseitiges Dreieck
mit dem Kern bilden, aber seine Quantisierungsbedin-
gungen waren falsch. Dieter Wintgen, zusammen mit
Klaus Richter und Gregor Tanner, betrachteten dage-
gen die Radialbewegung jedes der zwei Elektronen,
d. h. auf einer Geraden durch das a-Teilchen. Die Elek-
tronen bleiben auf entgegengesetzten Seiten zum Kern
mit den Distanzen r; und r, und konnen sich diesem
abwechselnd ndhern. Die Bahnen lassen sich in der
(r1,75)-Ebene im ersten Quadranten darstellen und
werden wie ein Ball an den beiden positiven Achsen
reflektiert. Jede mogliche Bahn wird eindeutig durch
ein Folge von + und - bestimmt, wobei + (-) aufeinan-
der folgendes Auftreffen an derselben Achse (bzw. ver-
schiedenen Achsen) bedeutet.

Alle Trajektorien sind instabil; sie entfernen sich
im Phasenraum exponentiell voneinander. Wenn der
Anfangspunkt einer Bahn um (6p', 6¢q') transversal zur
Bewegung auf der Energieflaiche verschoben wird, dann
verschiebt sich der Endpunkt um (6p, 6q). Dieser End-
vektor (6p, 0q) fiir ein PO wird als Funktion der An-
fangsverschiebung (6p', 6g") durch eine Monodromie-
Matrix M dargestellt. Deren Eigenwerte x=exp(*y)
geben den Grad der Instabilitdt durch den Exponenten
x>0 an. Fiir die Spur g.(E) von G.(q,q',E) gilt

1 T, (SE) =
&(5)- —hzbmp[ [T - ﬂaﬂ’ ©)

mit der Anzahl der konjugierten Punkte 4. Die Summe
lauft {iber die Wiederholungen jedes ,,priméren“ PO,
und T, bezieht sich nur auf die primére Periode, nicht
die wiederholte.

Die Spurformel in der Mathematik

Die Mathematiker kennen diese Spurformel schon
seit 1956, als Atle Selberg dieselbe Beziehung fiir die
freie Bewegung auf einer kompakten Fldache konstanter
negativer Kriimmung -1/R? ohne Rénder ableitete
(vergleichbar mit der Kugel, welche die einzige Fldache
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konstanter positiver Kriimmung +1/R? ist). Es gibt
viele Klassen mit verschiedenen Topologien, jede mit
einer endlichen Anzahl reeller Parameter, die nicht-
isometrische Geometrien liefern. Die hochgradige Sym-
metrie erlaubt die Ableitung der Spurformel als eine
exakte Beziehung zwischen dem Spektrum des Lapla-
ce-Operators und den POs. Offenbar gibt es auch in
der Geometrie viel mehr Systeme mit hartem Chaos.

Selberg suchte einen Zugang zur geheimnisvollen
Zetafunktion von Riemann. Schon deren Definition,
welche auf Euler zuriickgeht, gleicht genau einer Spur-
formel, wobei die Logarithmen der Primzahlen die
Lange der POs darstellen und die Nullstellen als die
Eigenwerte eines bisher unbekannten Hamilton-Opera-
tors erscheinen. Analoge Beziehungen scheinen ebenso
fiir beliebige algebraische Korper zu gelten. Ein paar
Physiker sprechen sogar vom neuen Element Rieman-
nium!

Die iiberraschendste Anwendung ist vielleicht, dass
sich ein experimentelles Spektrum mit Hilfe der klassi-
schen Bahnen erklédren ldsst. Diese Idee verdanken
wir den Mathematikern Colin de Verdiere (1972) und
Jacques Chazarain (1973), welche die Bewegung eines
Teilchen auf einer beliebigen Flache untersuchten. Sie
bemerkten, dass die Singularitéten des Propagators
F(q,q',t-t") genau zu den Zeiten (¢-t') auftreten, zu
denen sich das Teilchen klassisch mit der kinetischen
Energie 1 von ¢' nach g in der Zeit (£-t') bewegt. Da
eine Fourier-Tranformation den Propagator F in die
Greensche Funktion G verwandelt, und umgekehrt,
lassen sich mit Kenntnis von G die Singularitdten von
F gewinnen - durch Fourier-Transformation von G in
Bezug auf E. Daher liefert die Fourier-Transformierte
der experimentellen Absorptionsrate g(E) die entspre-
chende Spur f(t-t"). Insbesondere erkldren also die POs
die Korrelation zwischen den Absorptionslinien, was
bei komplizierten Spektren vielleicht die einzig mog-
liche Erkldarung darstellt.

Das H-Atom in einem starken Magnetfeld

Diese neuartige Behandlung von Spektren ldsst sich
auf das vollig uniibersichtliche Spektrum des Wasser-
stoff-Atoms in einem starken magnetischen Feld B
anwenden. Karl Welge und seine Mitarbeiter haben
eine Technik entwickelt, um die Absorption des Lichtes
von einer Frequenz nahe an der Ionisierungsgrenze des
Atoms zu messen. Das Matrix-Element fiir diesen Pro-
zess beschreibt den Ubergang von einem niedrigen, in-
neren Zustand zu einem hoch angeregten, dulleren Zu-
stand, der sich iiber eine grofle Fldiche senkrecht zum
Magnetfeld ausdehnt. Klassisch ausgedriickt entfernt
sich das Elektron in einer groBen Schleife um das
Atom vom Kern und kehrt dann wieder in dessen Nédhe
zuriick; dabei saugt es gewissermaRen eine Menge des
magnetischen Flusses in sich auf. Die Behandlung der
Absorption mit einer Fourier-Transformation verlangt
allerdings besondere Sorgfalt, denn bei der Variation
der Energie E muss das Verhiltnis E,=E/B%3 konstant
bleiben. Der Experimentator muss sozusagen an zwei
Knopfen gleichzeitig drehen. Das Ergebnis ldsst sich
ausgezeichnet mit Hilfe von klassischen, geschlossenen
Bahnen verstehen.

Chaotische Billards

Im Jahre 1898 untersuchte der franzosische Mathe-
matiker Jacques Hadamard zum ersten Mal eine ganze
Klasse von chaotischen, mechanischen Systemen, die



er ,Billiards“ nannte. Sechzig Jahre spdter wurden rus-
sische Mathematiker Weltmeister in diesem Spiel, und
1981 leitete Michael Berry die Spurformel fiir das Bil-
lard von Yasha Sinai ab, d. h. fiir ein Teilchen in einer
quadratischen Falle mit einem kreisférmigen Hindernis
in der Mitte. Dann schaute sich Eric Heller die Eigen-
funktionen in dem ,,Stadium“ von Bunimovich genauer
an. Obwohl die klassische Bewegung chaotisch ist, sind
die Eigenfunktionen keinesfalls Zufallsfunktionen;
ganz im Gegenteil, man sieht ziemlich deutlich Spuren
der periodischen Bahnen. Doch diese so genannten
Narben (scars) sind bei weitem nicht in allen chaoti-
schen Systemen erkennbar.

Ausblick

Viele Erscheinungen des Quantenchaos kann man
auch in mesoskopischen und makroskopischen Syste-
men antreffen. Dazu zdhlen mesoskopische Metall-
Cluster und halbleitende Mikrostrukturen, in denen die
mittlere Wegldnge der Elektronen groRer ist als der
Durchmesser der Struktur; asymmetrische optische Re-
sonatoren fiir gewdhnliches Licht, Hohlrdume fiir elek-
tromagnetische Wellen im Zentimeter-Bereich, Chlad-
ni-Figuren in schwingenden Platten und kristallinen
Korpern, und schlieflich Resonanzen in Kirchen und
Konzertgebduden. Auch hier gibt eine Fourier-Trans-
formation des Frequenzspektrums Auskunft iiber die
vorhandenen POs. Die Greensche Funktion G(g, q', E)
lasst sich mit strategisch platzierten Gerdten messen.
Das fiihrt dann auf den Propagator F(q, q',t-t") und
lasst die bevorzugten ,Bahnen fiir die Wellen erken-
nen, besonders wo diese verwirrend wirken.

Die Beziehung zwischen klassischer und Quanten-
mechanik ist grundlegend fiir die moderne Physik. Sie

hilft uns, manche der Rétsel zu analysieren, welche uns
die Quantenwelt bringt, vor allem wenn es darum geht,
die atomaren und molekularen Vorgénge auf einer fei-
nen Skala in Raum und Zeit zu verstehen.

Weitere Einzelheiten werden in der Monographie
,Chaos in Classical and Quantum Mechanics“ (Sprin-
ger-Verlag, 1990) des Autors besprochen, sowie in der
vom Autor zusammengestellten Sammlung von neue-
ren Arbeiten, ,The Interplay Between Classical and
Quantum Mechanics“ (American Association of Phy-
sics Teachers, AAPT 2001).
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