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Quantenmechanische Effekte, die lange rätselhaft oder 
paradox erschienen, finden mittlerweile Anwendung 
in Quanteninformationsprotokollen und Quantentech-
nologien. Fundamentale Eigenschaften wie Kohärenz 
oder Verschränkung lassen sich als Ressource verste-
hen. So genannte Ressourcentheorien sollen mit einer 
einheitlichen Sichtweise helfen, die quantenmecha-
nischen Ressourcen zu quanti fizieren und ihre Erzeu-
gung oder Umwandlung zu beschreiben.

S eit der Entstehung der Quantenmechanik bieten ihre 
Eigenschaften Anlass für kontroverse Diskussionen, 
insbesondere im Zusammenhang mit der Verschrän-

kung (EPR-Paradoxon, „spukhafte Fernwirkung). Die Sicht 
auf solche Phänomene hat sich spätestens mit der Entwick-
lung von Quanteninforma tionsprotokollen in den 1990er-
Jahren geändert: Verschränkung gilt nun als Ressource, mit 
der sich beispielsweise Quantenteleportation durchführen 
und Kommunikation sicher verschlüsseln lässt bzw. die 
Algo rithmen ermöglicht, die schneller als jeder bekannte 
klassische Algorithmus sind. Auch die Reinheit oder Kohä-
renz von Quantenzuständen spielt hier eine wichtige Rolle.

Welches Protokoll welche Ressource benö tigt, ist indi-
viduell zu klären. In diesem Zusammenhang stellen sich 

übergreifende Fragen: Wie beschreibt man eine Ressource 
quantitativ? Wie verändert sie sich unter relevanten Trans-
formationen des Quantensystems? Welche Relationen 
gibt es zwischen verschiedenen Ressourcen, die im selben 
Quantenzustand vorliegen? Diese abstrakt klingenden 
Fragen wirken sich direkt auf die experimentelle Umset-
zung aus: Quantentechnologien bringen nur dann einen 
Vorteil gegenüber klassischen Technologien, wenn gewisse 
Schwellenwerte der Ressourcen erreicht werden, die sich 
wiederum in konkrete Performance-Anforderungen an 
Bauelemente von Quantenschaltkreisen und -netzwerken 
übersetzen lassen.

In den letzten Jahren sind Ressourcentheo rien entstan-
den, die quantenphysikalische Ressourcen und deren Um-
wandlung ineinander quantitativ beschreiben. Diese Theo-
rien beruhen auf wenigen Grundlagen, die stets die gleiche 
allgemeine Struktur haben, sich aber je nach Ressource 
in wesentlichen Elementen unterscheiden. Dies führt zu 
spezifischen Theorien für verschiedene Ressourcen. Hier 
 betrachten wir zunächst den Fall der Verschränkung.

Verschränkung ist eine quantenmechanische Korre-
lation zweier Untersysteme eines Gesamtsystems, die in der 
klassischen Welt nicht möglich ist. Die ersten Formulie-
rungen dieses Phänomens gehen auf Schrödinger, Einstein, 
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Podolsky und Rosen sowie Bohr zurück. Zentrale Figur 
in Schrödingers Gedankenexperiment zur Verschränkung 
ist eine Katze in einer Kiste. Idealerweise sei die Kiste voll-
kommen von der Außenwelt isoliert. Unter der Annahme, 
dass die Quantentheorie allgemein gültig ist, muss sie auch 
für makroskopische Objekte wie Katzen gelten. Der Katze 
lässt sich also ein quantenmechanischer Zustand |ψKatze〉 
zuordnen, der im Prinzip alle Eigenschaften der Katze be-
schreibt. Neben einem Zählrohr befinden sich in der Kiste 
ein Behälter mit Blausäure und eine kleine Menge radioak-
tiver Substanz, sodass statistisch weniger als ein Atom pro 
Stunde zerfällt. Registriert das Zählrohr einen Zerfall, so 
zertrümmert ein automatischer Mechanismus den Behälter 
mit Blausäure, sodass die Katze stirbt.

Wir werden dieses Gedankenexperiment nun etwas ab-
strakter formulieren und dabei den heutigen Formalismus 
der Quantentheorie einführen. Dabei müssen wir zuerst 
die relevanten Freiheitsgrade der beteiligten Systeme ex-
trahieren. Insbesondere ist bei der Katze nur relevant, ob 
sie tot oder lebendig ist. In der Formulierung der Quanten-
theorie würde man ihrem physikalischen Zustand einen 
Zustandsvektor |tot〉 bzw. |lebendig〉 zuschreiben und ver-
langen, dass die Vektoren orthogonal aufeinander stehen, 
also 〈 tot|lebendig〉  =  0. Entsprechend ist für das Atom der 
radioaktiven Substanz nur interessant, ob es angeregt ist 
oder sich im Grundzustand befindet. Die Zustandsvektoren 
seien |g〉 und |a〉, und es gilt ebenfalls 〈g|a〉  =  0.

Dass die Kiste von der Außenwelt isoliert ist, bedeutet, 
dass sich das gesamte System zu jedem Zeitpunkt t in einem 
reinen Zustand |ψt〉 befindet. Wäre der exakte Mechanismus 
der Wechselwirkung zwischen Katze und Atom bekannt, 
so würde sich der Zustand |ψt〉 aus der Schrödinger-Glei-
chung und dem Anfangszustand |ψ0〉 ergeben. Für unsere 
Betrachtung ist der exakte Mechanismus der Wechselwir-
kung jedoch nicht relevant. Es geht lediglich darum, dass 
in dem Gedankenexperiment offensichtlich Korrelationen 
zwischen Katze und Atom bestehen, da sich das Zerfallen 
des Atoms darauf auswirkt, ob die Katze tot oder leben-
dig ist. Solche Korrelationen in reinen Quantensystemen 
nennt man Verschränkung. Ein Beispiel eines verschränk-
ten  Zustands zwischen Atom und Katze ist:

|ψgesamt〉 =     √ 
____

 1 – p   |a〉 |lebendig〉 –    √ 
__

 p   |g〉 |tot〉 .  (1)

Dieser Zustand ist so interpretierbar, dass das Atom mit 
Wahrscheinlichkeit p zerfällt und die Katze mit der Wahr-
scheinlichkeit p tot anzutreffen ist.

Eine wichtige Anwendung für Verschränkung ist die 
Quantenteleportation [1], deren Ziel es ist, einen Quan-
tenzustand |ϕ〉 auf ein – möglicherweise sehr weit entferntes 
– System zu übertragen (Abb. 1). Üblicherweise nennt man 
die beiden Parteien, also Sender und Empfänger, Alice und 
Bob. Alice besitzt ein System, zum Beispiel ein Atom, in 
einem Zustand |ϕ〉. Das kann der Grundzustand |g〉 sein, 
ein angeregter Zustand |a〉 oder eine beliebige Superposi-
tion. Hier wollen wir uns auf zweidimensionale Systeme 
beschränken. Alice weiß nicht, welchen Zustand |ϕ〉 ihr 
Atom hat. Bob besitzt ebenfalls ein Atom und möchte den 
unbekannten Zustand |ϕ〉 auf sein lokales Atom übertragen. 
Eine solche Übertragung ist möglich, wenn Alice und Bob 
zusätzlich zwei Photonen im Singulett-Zustand miteinan-
der teilen:

Abb. 2  Lokale Operationen und klassische Kommunikation 
bilden die freien Operationen der Ressourcentheorie der Verschrän-
kung. Bei diesem Prozess führt eine der Parteien, z. B. Alice, eine 
allgemeine quantenmechanische Messung durch (Infokasten 
„Zustände...“). Im nächsten Schritt schickt Alice deren Ergebnis an 
Bob. Abhängig vom Ausgang der Messung führt Bob auf seinem 
Teilsystem eine quantenmechanische Messung durch und schickt 
das Messergebnis zurück an Alice. Dieser Prozess lässt sich beliebig 
oft iterieren. Jeder separable Zustand ist durch lokale Operationen 
und klassische Kommunikation zu erzeugen.

Abb. 1 Ziel der Quantenteleportation ist es, den Zustand eines 
Atoms |ϕ〉 bei Alice (a, blau) auf ein Atom bei Bob (a, hellblau) zu 
übertragen. Dazu benutzen Alice und Bob Photonen in einem Sin-
gulett-Zustand |ψphot〉 (gelb). Wenn Alice eine bestimmte quanten-

mechanische Messung auf ihrem Atom und Photon durchführt und 
den Ausgang dieser Messung an Bob schickt, kann Bob durch eine 
zusätzliche Rotation sein Atom in den gewünschten Zustand |ϕ〉 
bringen (b). Die Verschränkung wird hierbei irreversibel zerstört.
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|ψphot〉 =    1 __    √ 
__

 2     (|H〉A|V〉B – |V〉A|H〉B),  (2)

wobei |V〉 und |H〉 die vertikale bzw. horizontale Polari-
sation der Photonen kennzeichnen. Die Teleportation ge-
schieht dadurch, dass Alice eine bestimmte gleichzeitige 
quantenmechanische Messung an ihrem Atom und Pho-
ton durchführt und das Ergebnis an Bob schickt. Bob wen-
det eine Rotation auf seinem Gesamtsystem an, die vom 
Ausgang von Alices Messung abhängt. Am Ende befindet 
sich Bobs Atom im gewünschten Zustand |ϕ〉. Bei diesem 
Vorgang wird das verschränkte Photonenpaar irreversibel 
zerstört (Abb. 1). Dieses Beispiel zeigt deutlich die Rolle der 
Verschränkung als Ressource für die Quantenteleportation.

Während in diesem Beispiel von Atomen und Pho-
tonen die Rede war, funktioniert Teleportation im Prin-
zip auch mit anderen physikalischen Systemen, solange 
ihre quanten mechanischen Freiheitsgrade robust genug 
sind und sich kontrollieren lassen. Für Teleportation über 
große Distanzen sind Photonen die idealen Kandidaten. 
Obwohl Verschränkung sehr empfindlich ist, gelang es in 
einem aktuellen Experiment, Quantenteleportation über 
eine Entfernung von 1400 Kilometer zu demonstrieren [2].

In den letzten Jahren hat es sich als sehr hilfreich er-
wiesen, Quantenverschränkung als abstraktes Konzept zu 
betrachten, unabhängig von ihrer jeweiligen physikalischen 
Realisierung. Die Idee dahinter ähnelt der klassischen In-
formationstheorie, wo das Bit – also ein klassisches Zwei-
Niveau-System mit Zuständen 0 und 1 – die fundamentale 
Einheit für Information darstellt, unabhängig vom verwen-
deten physikalischen System. Die fundamentale Einheit der 
Quanteninformation ist ein Quantenbit (Qubit), also ein 
quantenmechanisches Zwei-Niveau-System mit zwei Basis-
zuständen |0〉 und |1〉. Wie oben diskutiert, erlaubt Quan-
tenmechanik auch Superpositionen von Zuständen, sodass 
ein allgemeiner Qubit-Zustand folgende Form annimmt:

|ψQubit〉 =  a|0〉 + b|1〉.  (3)

Die Amplituden a und b sind komplexe Zahlen, ihre Be-
tragsquadrate |a|2 und |b|2 lassen sich als Wahrscheinlich-
keiten interpretieren, das System im Zustand |0〉 bzw. |1〉 
vorzufinden. Zwei Qubits können in einem Singulett- 
Zustand vorliegen:

|ψ–〉 =    1 __    √ 
__

 2     (|0〉 |1〉 – |1〉 |0〉).   (4)

Dieser Zustand ist mathematisch identisch zum Zustand 
in Gleichung (2), jedoch beschreibt er Verschränkung als 
Phänomen an sich, ohne sich auf eine bestimmte physika-
lische Realisierung festzulegen. Diese Beschreibung ist sehr 
nützlich, um Verschränkung als Ressource zu verstehen.

Auch in der Quantenkryptographie spielt Verschrän-
kung eine wichtige Rolle [3]. Diese beruht darauf, dass für 
zwei Spin-1/2-Teilchen im Singulett-Zustand die Mess-
ergebnisse der lokalen Spins immer maximal antikorreliert 
sind, und zwar unabhängig davon, in welche Richtung der 
Spin gemessen wird. Da dieses Phänomen auch auftritt, 
wenn die beiden Spin-1/2-Teilchen weit voneinander ent-
fernt sind, zweifelten Einstein, Podolsky und Rosen daran, 
dass Quantentheorie die physikalische Realität vollständig 
beschreibt. Inzwischen steht die Existenz der Verschrän-
kung jedoch außer Frage, und immer mehr Forscher ver-
suchen, dieses nichtklassische Phänomen technologisch 
zu nutzen.

Allgemeine Ressourcentheorien
Eine Ressourcentheorie ist ein abstraktes Konzept, das 
eine sehr allgemeine Analyse von Quantenressourcen er-
möglicht [4]. Das Fundament wird durch zwei wesentliche 
Elemente gebildet (Infokasten „Zustände, Messungen...“):

■■ Freie Quantenzustände: Das sind Quantenzustände, die 
innerhalb der Ressourcentheorie frei verfügbar sind, also 
nichts „kosten“. Sie sind aber auch nicht „nützlich“, da 
die in ihnen enthaltene Ressource gleich null ist. 

Ein (im Allgemeinen gemischter) Quanten­
zustand wird repräsentiert durch eine 
Dichtematrix ρ mit folgenden Eigenschaf-
ten:

■■ ρ ist hermitesch und hat nicht- 
negative Eigenwerte,

■■ ρ erfüllt die Normierungsbedingung 
Sp(ρ) = 1,

wobei die Spur einer Dichtematrix Sp(ρ) 
definiert ist als die Summe der Diagonal-
elemente.

Diese Bedingungen leiten sich aus dem 
quantenmechanischen Messpostulat ab: 
Eine allgemeine quantenmechanische 
Messung wird beschrieben durch eine 
Menge von Kraus­Operatoren {Ki}, wobei 
i unterschiedliche Ergebnisse der Messung 
bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit pi, bei 
einer solchen Messung das Messergebnis i 

zu erhalten, ergibt sich aus:

pi = Sp(Ki ρ Ki
†) . 

Nach der Messung befindet sich der Quan-
tenzustand des gemessenen Systems in dem 
neuen Zustand

ρi  =   Ki ρ Ki
†

 _____ pi
   .   

Da sich die Wahrscheinlichkeiten pi für 
jeden Zustand ρ zu eins addieren sollen, 
müssen die Kraus-Operatoren die Bedingung

Σ
i  
 Ki

† Ki = 1І 

erfüllen. Insbesondere führt jeder Satz von 
Kraus-Operatoren, der diese Bedingung 
erfüllt, zu einer gültigen quantenmecha-

nischen Messung, die im Prinzip auch ex-
perimentell realisierbar ist. Der Spezial fall, 
bei dem die Kraus-Operatoren orthogonale 
Projektoren sind, ist unter dem Namen von 
Neumann­Messung bekannt und wird z. B. 
beim Stern-Gerlach-Versuch realisiert.

Eine Quantenoperation beschreibt 
die allgemeinste Änderung eines Quan-
tenzustands ρ, die nach den Gesetzen der 
Quantenmechanik möglich ist. Eine solche 
allgemeine Transformation Λ(ρ) lässt sich 
ebenfalls mithilfe von Kraus-Operatoren {Ki} 
beschreiben:

Λ(ρ) = Σ
i   

Ki ρ Ki
† . 

Hier wird der enge Zusammenhang zwischen 
Quantenoperationen und quantenmecha-
nischen Messungen deutlich.

Zustände, Messungen und Operationen
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■■ Freie Quantenoperationen: Das sind physikalische 
Transformationen, die sich innerhalb der Ressourcen-
theorie frei implementieren lassen. Sie sind ebenfalls 
„kostenlos“ und können aus „nutzlosen“ freien Quanten-
zuständen keine nützlichen Zustände erzeugen. 

Die konkrete Definition der freien Zustände und Ope-
rationen hängt von der jeweiligen Fragestellung ab. Üb-
licherweise sind freie Quantenzustände mit vergleichsweise 
wenig Aufwand experimentell zu erzeugen, verglichen mit 
dem Aufwand für die Erzeugung eines allgemeinen Quan-
tenzustands. Genauso sind freie Quantenopera tionen sol-
che Manipulationen des Systems, die mit wenig Aufwand 
experimentell zu implementieren sind. Gilt Verschränkung 
als Ressource, sind Zustände ohne Verschränkung als frei 
anzusehen (Infokasten „Korrelationen...“). Solche Zustände 
lassen sich allein durch lokale Operationen und klassische 
Kommunikation erzeugen, was den freien Operationen die-
ser Theorie entspricht (Abb. 2). Durch lokale Operationen 
und klassische Kommunikation ist keine Verschränkung 
herzustellen, insbesondere kein Singulett-Zustand (Gl. 4).

Eine wichtige Frage in jeder Ressourcentheorie ist die 
mögliche Konvertierung von Quantenzuständen ineinan-
der – also die Frage, ob ein Anfangszustand ρ durch freie 
Operationen in einen Endzustand σ überführbar ist. Eine 
fundamentale Größe dabei ist die Konvertierungsrate, also 
die maximale Anzahl der Zustände σ, die sich pro Anfangs-
zustand ρ ergeben kann (Abb. 3).

Die meisten Ressourcentheorien haben einen beson-
deren Zustand ρr, aus dem jeder andere Zustand allein 
durch die Anwendung freier Operationen herzustellen ist. 
Dieser Zustand bildet die fundamentale Einheit der Res-
sourcentheorie − er ist gewissermaßen die kostbarste oder 
maximale Ressource. In der Theorie der Verschränkung hat 
das Singulett diese Rolle, da man aus ihm jeden anderen 
Zustand durch lokale Operationen und klassische Kommu-
nikation erzeugen kann.

Ist der Ressourcenzustand identifiziert, reduzieren sich 
die wichtigsten Eigenschaften der Ressourcentheorie auf 
fünf Punkte: 

■■ Die Destillierung der Ressource bedeutet die Über-
führung eines Quantenzustands ρ in den Ressourcen-
zustand ρr. Die interessante Größe dabei ist die optimale 
Rate der Destillierung, also die maximale Anzahl von 
ρr, die aus einer gegebenen Zahl von Anfangszustän-

den ρ durch Anwendung freier Operationen entstehen. 
Abb. 3 ist als Destillierung zu interpretieren, wenn σ = ρr 
gilt. Auch hier ist streng genommen der asymptotische 
Grenzfall unendlich vieler Anfangszustände gemeint.

■■ Der umgekehrte Prozess zur Destillierung ist die asymp-
totische Überführung des Ressourcenzustands ρr in 
irgendeinen Quantenzustand ρ, die immer möglich 
ist. Als Kosten des Zustands ρ gilt die minimale Zahl 
von Ressourcenzuständen ρr, die für die Herstellung 
einer gegebenen Zahl von Zuständen ρ nötig ist. In 
vielen Ressourcentheorien ist jede Quantenoperation 
mithilfe freier Operationen möglich, wenn zusätzlich 
Ressourcenzustände konsumiert werden (Abb. 4). Die 
entsprechende minimale Rate bezeichnet die Kosten der 
Quanten operation. 

■■ Eine Ressourcentheorie ist asymptotisch reversibel, 
wenn freie Operationen zwischen Quantenzuständen 
verlustfrei umzukehren sind. Viele Ressourcentheorien 
sind im Allgemeinen nicht reversibel, können jedoch 
durch sinnvolle Erweiterung der freien Operationen 
bzw. durch Einschränkung der Zustandsmenge rever-
sibel werden. Die Ressourcentheorie der Verschränkung 
ist bei Beschränkung auf reine Zustände reversibel. 

■■ Eine Ressourcentheorie hat eine gebundene Ressource, 
wenn es Quantenzustände gibt, die nicht frei herzustel-
len sind und aus denen keine Ressourcenzustände zu 
destillieren sind. Eine gebundene Ressource ist also eine 
extreme Form der Nichtreversibilität. Nicht jede Res-
sourcentheorie besitzt eine gebundene Ressource, in der 
Theorie der Verschränkung existiert sie als so genannte 
gebundene Verschränkung [5]. 

■■ Man kann die freien Operationen dadurch erweitern, 
dass eine katalytische Nutzung von Quantensystemen 
erlaubt ist. Das bedeutet den Einsatz eines zusätzlichen 
Katalysators, der am Ende des Prozesses unverändert 
zurückbleibt (Abb. 4). In manchen Ressourcentheorien 
– insbesondere der Theorie der Verschränkung [6] – 
bringen solche katalytische Prozesse einen Vorteil. 
Die Überprüfung dieser fünf Eigenschaften für eine 

gegebene Ressourcentheorie kann sehr komplex ausfallen. 
Das Verständnis dieser Eigenschaften ist jedoch sehr wich-
tig, um einen Überblick darüber zu erhalten, ob und wie 
eine Ressourcentheorie der Quantentechnologie nützen 
kann. So erlaubt diese systematische Herangehensweise 
Aussagen darüber, ob ein gegebener Quantenzustand für 
technologische Anwendungen nützlich ist, im Rahmen der 
Ressourcentheorie der Verschränkung beispielsweise für 
Anwendungen wie Quantenteleportation und Quanten-
kryptographie. Allgemein ist jeder destillierbare Zustand 
technologisch nutzbar. Dazu konvertiert man den Zustand 
zuerst in Singuletts – was für alle destillierbaren Zustände 
möglich ist – und benutzt dann die so gewonnenen Singu-
letts, um die gewünschte Anwendung zu realisieren.

Ressourcentheorien gibt es auch für die Quanten-
thermodynamik [7]. Hier betrachtet man thermische 
Zustände als frei, also Zustände der Form

ρth  =     exp(–H / kBT) __________ Z    (5)

Abb. 3  Die Konvertierung von Zuständen ρ in Zustände σ, hier 
beispielhaft mit der Rate 3/7 gezeigt, wird streng genommen meist 
im asymptotischen Limes betrachtet, d. h. im Grenzfall unendlich 
vieler Anfangszustände.

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

σ

σ
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mit dem Hamilton-Operator H, der Boltzmann-Konstante 
kB und der Zustandssumme Z  =  Sp(e–H/kBT). Koppelt man 
ein quantenmechanisches System an ein Bad der Tempera-
tur T, so nimmt das System nach genügend langer Zeit von 
allein einen thermischen Zustand ein. Freie Quantenope-
rationen in dieser Theorie sind Transformationen, welche 
die Gesamtenergie von System und Bad nicht verändern. 
Heutige Forschung konzentriert sich vor allem darauf, 
mögliche Übergänge der Quantensysteme unter diesen 
Einschränkungen zu beschreiben − ein Ansatz, der unter 
anderem zur Formulierung des ,,Zweiten Hauptsatzes der 
Quantenthermodynamik“ geführt hat [8].

Kohärenz als Ressource
Neben der Verschränkung ist die Kohärenz eine wichtige 
Eigenschaft von Quantensystemen. Sie charakterisiert 
quantenmechanische Superpositionen. Wenn diese nicht 
von der Umgebung isoliert und lange genug sich selbst 
überlassen sind, geht die Kohärenz verloren (Dekohärenz). 
Demnach liegt in vielen Situationen eine ausgezeichnete Ba-
sis vor, die durch äußere Einflüsse auf das Quantensys tem 
bestimmt ist. Die Ressourcentheorie der Quanten kohärenz 
ermöglicht eine systematische Untersuchung dieser Phäno-
mene [9]. Hier heißen die freien Zustände inkohärent und 
sind diagonal in einer ausgezeichneten Basis:

ρink = ∑
i
pi |i〉〈i|,  (6)

wobei 〈i|j〉  =  δij und {pi} eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung ist, d. h. pi  ≥ 0 und  ∑

i
pi  = 1. Die Zahl der Systeme, aus 

denen das Gesamtsystem zusammengesetzt ist, spielt bei 
dieser Definition keine Rolle: Auch der Zustand eines ein-
zelnen Quantenteilchens kann kohärent oder inkohärent 
sein. Freie Quantenoperationen sind quantenmechanische 
Messungen, die keine Kohärenzen erzeugen können.

Wie der Singulett-Zustand die fundamentale Einheit 
der Ressourcentheorie von Verschränkung bildet, so ist 
der maximal kohärente Zustand

|+〉 =     1 __    √ 
__

 2     (|0〉 + |1〉)  (7)

die Basiseinheit in der Ressourcentheorie von Quanten-
kohärenz. In dieser Theorie lässt sich aus jedem Quanten-
zustand Kohärenz destillieren, solange der Zustand nicht 
inkohärent ist. Somit gibt es keine gebundene Kohärenz. 
Im Allgemeinen ist die Kohärenztheorie nicht reversibel.

Die bisher behandelten Konzepte spielen z. B. eine 
wichtige Rolle in der Quantenmetrologie [10]. Hier ist das 
Ziel die hochsensitive Messung eines unbekannten Para-
meters, z. B. der Phase φ in einer unitären Entwicklung 
Uφ = exp(–iφH), wobei der Hamilton-Operator H die Wech-
selwirkung des Systems beschreibt. In einer Implementie-
rung im Mach-Zehnder-Interferometer entspricht der Pa-
rameter φ der Phasenverschiebung. Für die allgemeine Be-
trachtung kann die unitäre Entwicklung Uφ  als ,,Blackbox“ 
gelten, die auf beliebige Quantenzustände anzuwenden ist. 
Misst man den Endzustand nach Anwendung der unitären 
Operation, sind aus der Statistik der Messergebnisse Rück-
schlüsse auf den unbekannten Parameter φ möglich. Den 
Parameter φ gilt es, mit möglichst wenig Ressourcen gemes-
sen in der Anwendungsanzahl N der unitären Operation 
Uφ möglichst genau abzuschätzen. Dabei ist zwischen der 
Schrotrauschgrenze, bei welcher der Fehler Δφ wie 1/   √ 

__
 N   

skaliert, und der Heisenberg-Grenze, welche die in der 
Quantenmechanik bestenfalls erreichbare Skalierung von 
1/N aufweist, zu unterscheiden.

Ein einfaches Beispiel ist ein Zwei-Niveau-System mit 
dem Hamilton-Operator H   =  E0|0〉〈0| + E1|1〉〈1|, wobei 
keine Entartung vorliegen soll, also E0 ≠ E1. Ein sehr ein-
faches Verfahren zur Abschätzung des Parameters φ be-
steht darin, die unitäre Operation N-mal auf den Zustand 
|ψ〉 = a|0〉 + b|1〉 anzuwenden, wobei die Parameter a und b 
die Normierungsbedingung |a|2 + |b|2  =  1 erfüllen sollen. 

Abb. 4 Ein Zustand ρ lässt sich in den Zustand σ bei Verbrauch 
des Ressourcenzustands ρr konvertieren (a). Bei einer katalytischen 
Konvertierung bleibt ρr erhalten und fungiert als Katalysator (b).

ρ

ρr

σ

ρ

ρr

σ

ρr

a                                                                           b

Ist ein Quantensystem aus zwei Teilsystemen zusammengesetzt, können 
verschiedene Typen von Korrelationen auftreten (Abb.).

Zustände ohne Verschränkung (auch separabel genannt) lassen sich als 
Mischung von beliebigen lokalen Zuständen |ϕi〉 und |ψi〉 repräsentieren:

ρsep = Σ
ij  

 pij |ϕi〉〈ϕi| ⊗ |ψj〉〈ψj|,  

mit pij ≥ 0 und Σ
ij  

 pij = 1 und 〈ϕi|ϕj〉 ≠ δij sowie 〈ψi|ψj〉 ≠ δij.
Alle Zustände, die nicht separabel sind, sind verschränkt. Dazu gehört 

insbesondere der Singulett-Zustand (Gl. 4).
Klassisch korrelierte Zustände ρkl setzen sich aus Mischungen von lokalen 

orthogonalen Zuständen in einer beliebigen lokalen Basis |ai〉 und |bj〉 zusammen:

ρkl = Σ
ij  

 pij |ai〉〈ai| ⊗ |bj〉〈bj|,  

wobei pij ≥ 0 und Σ
ij  

 pij = 1 sowie 〈ai|aj〉 = 〈bi|bj〉 = δij.
Zustände, die nicht klassisch korreliert sind, besitzen allgemeine Quanten­

korrelationen. Ferner haben Produktzustände ρ = µ ⊗ v   keine Korrelationen, 
weder klassisch noch quantenmechanisch.

Die Menge der separablen 
Zustände (grün) ist eine 
konvexe Teilmenge aller 
Quantenzustände (blau). 
Die klassisch korrelierten 
Zustände (durchgezogene 
Linien) bilden eine nicht-
konvexe Teilmenge der 
separablen Zustände.

separabel

verschränkt
klassisch korreliert

Korrelationen in Quantensystemen
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Der Endzustand ist also

UN
φ |ψ〉  =  a exp(–iNφ E0)|0〉 + b exp(–iNφ E1)|1〉.  (8)

Hier wird bereits die Rolle von Quantenkohärenz klar: Nur 
falls beide Parameter a und b von Null verschieden sind, 
lässt sich durch Messung am Endzustand U N

φ |ψ〉 auf den 
unbekannten Parameter φ schließen.

Im obigen Beispiel handelt es sich um ein einziges Zwei-
Niveau-System, es liegt also weder Verschränkung noch 
eine Art von Korrelation vor. Interessanterweise ist die-
ses einfache Verfahren bereits die optimale Methode zur 
Bestimmung von φ, solange keine weiteren Störeinflüsse 
berücksichtigt werden. So skaliert der Fehler Δφ wie 1/N 
und erreicht damit die Heisenberg-Grenze. Um Störein-
flüsse zu berücksichtigen, sind verschränkte Zustände 
zu verwenden. Diese haben den Vorteil, dass die unitäre 
Operation Uφ auf mehreren Teilsystemen parallel auszu-
führen ist und die Methode deutlich schneller ist als die 
sequenzielle Methode.

Wird die unitäre Operation Uφ auf ein Teilsystem eines 
zusammengesetzten Zustands angewendet, so kann jeder 
Zustand zur Bestimmung von φ dienen, solange er allge-
meine Quantenkorrelationen hat (Infokasten „Korrela-
tionen...“) Das gilt selbst, wenn die Eigenbasis des zugrun-
deliegenden Hamilton-Operators nicht bekannt ist. Die 
Präsenz allgemeiner Korrelationen garantiert, dass eine 
Bestimmung des unbekannten Parameters φ möglich ist 
[11]. Allgemeine Quantenkorrelationen spielen in vielen 
Prozessen eine wichtige Rolle, auch bei der Verteilung 
von Verschränkung. So lässt sich Verschränkung durch 
Austausch von unverschränkten Photonen verteilen, die 
ausgetauschten Photonen müssen jedoch allgemeine 
Quantenkorrelationen besitzen. Dieses Phänomen wurde 
theoretisch untersucht [12] und experimentell bestätigt [13].

Die Frage, ob allgemeine Quantenkorrelationen eine 
Ressource sind, wurde in letzten Jahren intensiv erforscht 
[14]. Grundsätzlich problematisch ist dabei, dass die 
Menge der klassisch korrelierten Zustände nicht konvex 
ist (Info kasten „Korrelationen...“), was die Formulierung 
einer „Ressourcentheorie allgemeiner Quantenkorrela-
tionen“ erschwert. Andererseits haben sich allgemeine 
Quantenkorrelationen als ein wichtiges Werkzeug der 
Quanten informationstheorie bewährt: Sie ermöglichen 
es, Quanten systeme und quantenmechanische Prozesse 
zu untersuchen, in denen keine Verschränkung vorkommt.

Ausblick
Mithilfe von Ressourcentheorien lassen sich Zusammen-
hänge zwischen verschiedenen Ressourcen aufzeigen: So 
begrenzt etwa der Grad der Reinheit eines Zustands seine 
mögliche Kohärenz und Verschränkung [15]. Strukturelle 
Verbindungen zwischen verschiedenen Theorien sind in 
diesem Rahmen zu verstehen. Die Struktur einer Ressour-
centheorie ist wohldefiniert, einfach und elegant. Jedoch 
macht sie keine Aussage darüber, in welchen Protokollen 
und Anwendungen welche Ressource nützlich und zentral 
ist. Zur Beantwortung dieser zukunftsweisenden Frage 

sind in den kommenden Jahren noch etliche menschliche 
Ressourcen nötig.
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