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Linear oder nichtlinear? Das ist hier die Frage!
Kirzlich ist es gelungen zu zeigen, dass sich Monsterwellen
mittels Instantonen beschreiben lassen.

Norbert Hoffmann

onsterwellen — im internationa-
len Sprachgebrauch Rogue Waves
genannt - scheinen aus einem umge-
benden Wellenfeld mit vergleichswei-
se kleiner Amplitude quasi aus dem
Nichts zu entstehen und nach einer
gewissen Lebensdauer ebenso spurlos
zuverschwinden [1]. Diese Wellen mit
besonders hoher Amplitude treten in
nichtlinearen dispersiven Systemen
auf wie Oberflichen-Schwerewellen,
nichtlinearer Optik, Plasmen oder
auch Bose-Einstein-Kondensaten.
Um ihr Auftreten zu erkldren, exis-
tieren verschiedene Mechanismen
- lineare sowie nichtlineare. Zu den
linearen Vorgingen zdhlen primir
Interferenzeffekte, zu den nichtline-
aren Selbstfokussierung und Modu-
lationsinstabilitidten homogener Wel-
lenzustiande [2, 3]. Nach wie vor wird
intensiv untersucht und aufgrund der
sparlichen Datenlage teilweise emotio-
nal debattiert, welche Mechanismen
unter welchen Umstinden dominieren
und ob letztlich ein Verstindnis auf
Basis linearer oder aber nichtlinearer
Modellgleichungen zentral ist.
In einer aktuellen Arbeit versucht
ein internationales Wissenschaftler-
team, diese Dichotomie von linearer
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und nichtlinearer Physik aufzuldsen
[4]. Untersuchungsgegenstand sind
dabei Oberflichen-Schwerewellen
auf tiefem Wasser. In einem 270 Meter
langen, zehn Meter breiten und fiinf
Meter tiefen Wellenkanal erzeugt ein
Wellengenerator ein breitbandiges
Feld ebener Wellen, das in kleinska-
lierter Form einem typischen Seegang
der Nordsee entspricht. Im Versuch
haben die Wellen eine mittlere Wel-
lenldnge von drei bis vier Meter und
sind im Mittel etwas mehr als 10 Zen-
timeter hoch. Als Modell dient die
nichtlineare Schrodinger-Gleichung,
die als elementare Modellgleichung
dispersiver Medien die Ausbreitung
von Wellenpaketen und -modulati-
onen beschreibt. Sie schlief3t in ihrer
linearisierten Form die relevanten
linearen Interferenzeffekte ein, in ih-
rer nichtlinearen Form Selbstfokussie-
rung und Modulationsinstabilitaten.
In vergleichbaren Wellenkanal-
versuchen und numerischen Unter-
suchungen der nichtlinearen Schro-
dinger-Gleichung lieflen sich Rogue
Waves als seltene Einzelwellen, die
mehr als doppelt so hoch sind wie das
umgebende Wellenfeld, bereits beo-
bachten. Oft gelten sie als besondere

Losungen der nichtlinearen Schrédin-
ger-Gleichung. In der Theorie dyna-
mischer Systeme stellen Rogue Waves
»homokline“ Losungen dar, bei denen
sich aus dem Hintergrundzustand mit
durchschnittlich groflen Wellen eine
Dynamik entwickelt, die zur transi-
enten, also sehr schnellen Ausbildung
einer besonders grofen Welle fiihrt,
der Rogue Wave.

Die Betrachtung von Rogue Waves
als deterministische Losungen der
nichtlinearen Schrodinger-Gleichung
stof8t aber an Grenzen, wenn der Aus-
gangszustand der See breitbandiger
wird, der zugrundeliegende Wellen-
gang also eher chaotisch oder sogar
turbulent ist. Das Konzept einer deter-
ministischen, homoklinen Losung gilt
es dann, in die komplexen chaotisch-
turbulenten Prozesse einzubetten. Das
kann zwar durch numerische Simu-
lationen und statistische Auswertung
geschehen, da Rogue-Ereignisse aber
sehr selten auftreten, hat dieses Vor-
gehen praktische Grenzen.

Die Autoren der neuen Arbeit
wihlen daher einen alternativen Weg.
Statt die nichtlineare Schrodinger-
Gleichung als partielle Differential-,
oder Evolutionsgleichung zu un-
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Abb. 1

Die Momentaufnahmen des Instantons wahrend seiner Entwicklung entlang des Kanals (schwarze Linien) stimmen gut mit

dem Mittelwert und der Standardabweichung der experimentellen Rogue Wave (farbige Linien) fiir verschiedene Nichtlinearitatsregimes
liberein, auch fiir die gesamte Entwicklung entlang des Wellenkanals.

tersuchen und aus ihrer Losung die
Eigenschaften von Rogue Waves zu
bestimmen, wenden sie sich dem Ha-
milton-Funktional der nichtlinearen
Schrédinger-Gleichung zu. Unter den
beiden Nebenbedingungen, dass die
Wellenerregung am Wellengenerator
die gewiinschte, am natiirlichen See-
gang angelehnte Statistik aufweist und
dass an einem Referenzort besonders
grofle Wellenamplituden oberhalb
eines Schwellenwertes auftreten, for-

mulieren sie ein Wirkungsfunktio-
nal. So wie sich aus der Stationaritat
der Wirkung auf Ebene der Bewe-
gungsgleichungen die nichtlineare
Schrodinger-Gleichung ergibt, las-
sen sich nun fiir das explizit durch
die Nebenbedingungen spezifizierte
Wirkungsfunktional raumzeitliche
Feldlésungen numerisch bestimmen,
die das Funktional extremal machen.
Diese ,,Instantonen® sind in Raum
und Zeit lokalisiert [5]. Tritt in chao-

tisch/turbulenter Dynamik eine be-
sonders grof3e Welle auf, dhnelt diese
Rogue Wave im statistischen Sinn
dem Instanton.

Im Wellenkanal fanden Versuche
mit verschieden starker Auspragung
der nichtlinearen Effekte statt. Bei
Wasser-Schwerewellen ist dies ver-
gleichsweise leicht durch Variation
der Bandbreite der Erregung und der
im Wellenfeld enthaltenen Energie
moglich: Schmalbandigere Wellen-

aus [4]
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Abb.2 Im linearen Regime (links) entstehen und zerfallen die Rogue Waves sehr schnell. Wenn aber nichtlineare Effekte vorherrschen
(rechts), geschieht der Zerfall gemaR des Peregrine-Breathers sehr langsam. Die Rogue Waves in den mittleren Regimen weisen sowohl
lineare als auch nichtlineare Merkmale auf. Ihre Eigenschaften dhneln denen der Instantonen (mittlere drei Bilder).
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erregung fithrt zu stirker regular pe-
riodischen Wellenziigen mit grofler
Amplitude, breitbandigere Erregung
zu schwicher ausgeprigten nichtline-
aren Effekten mit im Grenzfall voll-
standig linearen Wellen.

Zahlreiche Wellenvorgange wur-
den experimentell realisiert und fiir
Referenzmesspunkte im Wellenfeld
die Wellen grofler Amplitude oberhalb
eines Schwellenwerts selektiert. Ein
Vergleich des Ensembles dieser Wel-
len mit dem jeweiligen Instanton zeigt
sehr gute Ubereinstimmung (Abb. 1)
— bei eher linearen sowie bei starker
nichtlinearen Wellenzustanden.

Bei eher linearen Wellenzustdnden
lasst sich das Auftreten grofler Wel-
lenamplituden gut durch Interferenz
oder Uberlagerung verstehen, wih-
rend die Instantonen bei stark nicht-
linearer Situation nahezu vollstindig
das Verhalten des Peregrine-Breathers
[6] replizieren (Abb.2). Die Peregrine-
Breather-Dynamik représentiert in
der nichtlinearen Theorie die raum-
zeitliche Entwicklung nichtlinearer
Modulationen und der Selbstverstar-
kung: Bei periodischen, nichtline-
aren Hintergrundwellen im fokus-
sierenden Regime sind langwellige
Modulationen linear instabil. Dann ist
der Peregrine-Breather die zugehorige
nichtlineare Evolution, die zum ein-
maligen raumzeitlich lokalisierten Fo-
kussieren fiihrt, also dem spontanen
Auftreten einer Rogue Wave.

Die Ergebnisse zeigen auch, dass
der Ubergang zwischen beiden
Grenzfillen kontinuierlich erfolgt, der
allgemeine Fall also zwischen der line-
aren Néherung und dem Grenzfall der
starken Nichtlinearitit liegt. Zudem
erlaubt es die Instantonen-Analyse,
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
tiir das Auftreten von Rogue Waves
direkt zu bestimmen. Auch diese Er-
gebnisse stimmen gut mit dem Ver-
such iiberein und bestatigen, dass die
Auftretenswahrscheinlichkeiten von
Rogue Waves nichttrivial von Para-
metern abhédngen wie der mittleren
Wellenhohe, die primar die Stérke der
nichtlinearen Effekte steuert, oder der
Bandbreite und weiteren Statistik des
Hintergrundwellenfelds.

Insgesamt belegt die Arbeit, dass
die oft beschworene Dichotomie von
linearem und nichtlinearem Regime,
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also die strikte Zweiteilung in unzu-
sammenhingende Phanomene, sich
nicht eignet, um Rogue Waves zu er-
klaren. Zwischen linearer und nicht-
linearer Wellenphysik erstreckt sich
vielmehr ein Kontinuum von Wel-
lenzustanden. Somit ist die Debatte
tiber die Frage nach Dominanz linea-
rer oder nichtlinearer Mechanismen
wohl eher eine Scheindebatte.

Moglicherweise hitten sich die hier
im Kontext der Statistischen Physik
gewonnenen Einsichten auch direkt
durch Untersuchungen der partiellen
Differentialgleichungen gewinnen
lassen. Unbestreitbar ist aber, dass
das Instantonen-Konzept wirksame
formale Werkzeuge bereitstellt, um
bei gegebenen Wellenzustidnden die
typischen Wellenformen von Rogue
Waves und die Wahrscheinlichkeiten
ihres Auftretens abzuleiten.

Noch ist offen, inwiefern sich das
Instantonen-Konzept auf Systeme
tibertragen lésst, fiir die kein Hamil-
ton-Funktional existiert oder bekannt
ist. So sind beispielsweise Meereswel-
len starken und andauernden Ver-
stairkungs- und Dissipationsvorgéin-
gen unterworfen, etwa durch Wind
oder Wellenbrechen. Auch bei dissi-
pativen hochdimensionalen dyna-
mischen Systemen sind Fragen nach
Strukturen und Systemeigenschaften
im Raum offen, welche die komplexe
Dynamik strukturieren [7]. Daher
gilt es, das vorliegende Konzept der
Instantonen mit der Welt der dissipa-
tiven Systeme zu verkniipfen.
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